Capitulo 5

Sistemas hamiltonianos

E importante distinguir as equagdes cujo fluxo de fase conserva o volume de
qualquer subconjunto compacto do espaco de fases. Quando o campo de vec-
tores X tem divergéncia nula (divX = 0), a equacdo diferencial diz-se conser-
vativa (teorema de Liouville), pois o volume de fase ndo se altera durante a
evolugdo temporal no espaco de fases. Caso contrario, o sistema € dissipativo.
Em geral, tem-se:

Teorema 5.1 (Liouville). O fluxo de fase de uma equacdo diferencial deixa
invariante o volume de fase [, p(x)dx, se

Ip(x(1))

5 +divp(x)X =0,

em que p(x) é a densidade de medida, X é o campo de vectores e V é um
subconjunto compacto do espaco de fases. No caso particular da medida de
Lebesgue, p é uma constante, tem-se a condi¢do divX = 0.

Uma equagao as diferencas € conservativa se o determinante da matriz
Jacobiana da equagdo as diferengas é constante e tem o valor 1.

Os sistemas hamiltonianos sdo um caso particular de sistemas conservati-
vos. Seja o sistema hamiltoniano

) oH
¥ o= -
dy
5.1
. om (5.1)
y - ax7
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42 5. Sistemas hamiltonianos

em que x,y € R e H(x,y) é o hamiltoniano ou fun¢@o energia. Supondo que H
é de classe C2, tem-se que

dJH JJH _ 0

T Odxdy dyox

Assim, o volume de fase dos sistemas hamiltonianos € invariante para o fluxo
no espaco de fase.

Seja (x*,y*) um ponto fixo do campo de vectores hamiltoniano e suponha-
se que numa vizinhang¢a de (x*,y*) o hamiltoniano tem um minimo néo dege-
nerado. Nestas condigdes, a fun¢do V = H(x,y) — H(x*,y") é uma fungdo de
Lyapunov na vizinhanga de (x*,y*). Como H nao depende explicitamente do
tempo, por (5.1),

Cglzaail-l-aail)H—aaI;y:O 5.2)
e estd-se nas condicdes de estabilidade simples do teorema de Lyapunov 2.2.
Se a fun¢do de Hamilton tem um maximo local ndo-degenerado em (x*,y*),
pode-se escolher V = H(x*,y*) — H(x,y) como func¢do de Lyapunov e esti-se
ainda nas condi¢des do teorema de Lyapunov. Assim, tem-se:

Teorema 5.2. Seja um sistema Hamiltoniano com fungdo de Hamilton H (x,y),
independente do tempo, com um ponto fixo ndo degenerado de coordenadas
(x*,¥*). Se H(x,y) tem um minimo ou um mdximo local na vizinhanga de
(x*,y%), entdo (x*,y*) é estdvel a Lyapunov.

Da (5.2) resulta ainda que qualquer solu¢@o de uma equagao diferencial ha-
miltoniana esta sobre a curva de nivel do hamiltoniano definido pela condi¢ao
H(x,y) = H(x9,y0), em que (xp,y0) ¢ uma condi¢do inicial no espaco de fases.
Esta propriedade permite, pelo menos em dimensdo 2, determinar as curvas de
fase.

5.1 Geometria de um oscilador harmonico

Analise-se em mais detalhe a dindmica de um oscilador harménico. A funcao
de Hamilton de um oscilador harménico é

1
HZE( 2+w2X2).
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A equacdo do movimento € o sistema de duas equagdes diferenciais lineares

T

9y (5.3)
y = —a—H——wzx
y = ox '

Qualquer curva de fase estd sobre um circulo ', mergulhado em R?. Ora, veja-
se. Seja a transformacdo de varidveis candnicas (transformacio que preserva
as dreas e a orientacdo)

21
x = 4/—cos6 I = 9(x2_|_i2y2)
@ — 2 @ (5.4)
1 _
y o= 2y sing 6 = arctg-
o Axy)
Como se verifica facilmente, (1,0 = 1. Nas novas coordenadas (5.4), o
sistema de equacoes (5.3) reduz-se’ a
I =0
{ 6 = —w (mod.2n) (5-5)

Como as solugdes da equacdo diferencial (5.5) sdo I(t) =C" e (1) = 6 — ot
(mod. 27), e como o conjunto (0,27) é uma carta do circulo S', o sistema

6 = —o (mod. 27) (5.6)

define uma equacdo diferencial nas coordenadas da carta do circulo S'.

Nas coordenadas (x,y) e (1,0) as solugdes do sistema hamiltoniano H =
%(y2 + @%x?) tém a forma qualitativa indicada na figura 5.1.

Suponha-se que em intervalos de tempo At = 1, se observa a evolugdo
temporal da coordenada de posicdo do oscilador harménico. A coordenada
observada vai tomar os valores x(0), x(1), x(2) ou, em coordenadas angulares,

6(0) =6 (mod. 27)
0(1)=6y—w (mod. 27)
02) =6 —0=0-20  (mod.27)

6,1 =6)—nw (mod. 27)
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Figura 5.1: Coordenadas cartesianas (x,y), coordenadas de ac¢ao-angulo (1, 60)
e espacgo de fases de um oscilador harménico.

pois 6(t) = 6y — ot (mod. 27).

Como o tempo de observagdo ¢ discreto, a transformacio 6, = 6, — ®
(mod. 27) é um difeomorfismo do circulo, cujo gréfico esta representado na
figura 5.2. A transformac@o Ry, (0) := 6 — @ designa-se por rotagio pura de
angulo —w.

Figura 5.2: Gréfico do difeomorfismo do circulo R, (6) associado ao movi-
mento do oscilador harménico, para @ = 1.5. Este difeomorfismo é designado
por rotagdo pura de angulo —®.

Seja entdo o difeomorfismo do circulo associado a evolu¢do do oscilador
harmoénico,
01 =f(6,)=6,—® (mod. 27)

e analise-se o comportamento das iteradas de um ponto genérico 6y € (0,27),
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com w € (0,27).

Definicao 5.3. Um nimero w € R é comensurdvel com 27 se existirem intei-
ros n e m tais que n@ +m2mw = 0 isto é, @ = —2wm/n. Caso contririo ® é
incomensurével com 27.

Lema 5.4 (Jacobi, [ 1. Seja 6,1 = 6, — @ (mod.2m) uma
aplicagdo do circulo S'. Se @ é comensurdvel com 21, ® = 27tp/q, qualquer
ponto 0 € S' ¢ periddico de periodo q, em que p e q sdo niimeros inteiros
positivos. Se @ é incomensurdvel com 2w, a orbita de um ponto qualquer
0 € S' é densa em S'.

Demonstrag¢do. Suponha-se que @ é comensuravel com 27, @ = 27p/q. Na
representagdo complexa, a rotagdo pura € o sistema dindmico z,1 = Y(z,),
em que W(z) = e ®z, com z € S'. Entdo yi(z) = e 199"
portanto, z tem periodo g.

Se o ¢é incomensuravel com 27, a Orbita de z tem um nimero infinito de
pontos. Caso contrdrio, existem inteiros positivos r € s tais que

z=ePz=ze

ll/r(z) _ Ws(z) = efioorZ _ €7inZ = efico(rfs)Z -0
= 0O(r—s)=2tn= 0 =21"

o que contradiz a hipdtese de ndo comensurabilidade com 27. Assim, a 6rbita
de z é infinita, isto é, #0(z) = #{z,z1,...} = oo.

Seja (a,b) um conjunto aberto no circulo com |(a,b)| = €. Como {z,} =
{y"(z)} é uma sucessdao num conjunto compacto, existem k e [, com k > [, tais
que, |z — 7| < €.! Seja a funcio

¢(z) = e KNy,

Entio ¢(z;) = e k107 = =075 — 7 ¢ ¢ aplica o arco 7; zx num arco con-
secutivo:

27 Py 2)
m
Z| Zk

I'Seja {x,} uma sucessdo num espago compacto X. A sucessio {x,} tem um ponto limite x,
se qualquer vizinhanga ¥ (x) contém um nimero infinito de elementos de {x, }. Teorema: X é
compacto se, e somente se, qualquer sucessdo {x, } tem um ponto limite (cluster point).
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Como ¢ corresponde a uma rotacdo pura, o comprimento dos arcos sio iguais.
Como o comprimento do circulo S! é finito, |z —z;| < € e |(a,b)| = &, existe
um N tal que ¢V (z;) € (a,b). Como € § arbitdrio, estd assim demonstrada a
densidade de 0'(z). O

Do lema de Jacobi resulta que as 6rbitas de um oscilador harménico podem
ser aperiddicas.

O que foi exposto até aqui tem um significado simples: Suponha-se que se
fazem observagdes do dngulo de rotacdo de um oscilador harménico ou de um
sistema de osciladores ndo acoplados, ao fim dos tempos r =0,1,2,.... Nestas
condi¢des, obtém-se a série temporal

0(0) =1{60,6,6,...}.

Como o angulo de rotagdes @ é genericamente incomensurdvel com 27, a
orbita de 6 — /(6), é densa no intervalo [0, 27].

Na demonstracdo, tem um papel importante o facto da transformacao 6, =
6, — o preservar os comprimentos dos intervalos. O histograma de frequéncias
dos pontos 6,, n = 1,2,..., no intervalo [0,27), é a densidade da medida de
Lebesgue que é a fungio constante p(0) = 1.

As aplicagdes do circulo ndo aparecem exclusivamente em sistemas de os-
ciladores harmdnicos, aparecem também associadas aos pontos fixos estiveis
(centros) dos sistemas hamiltonianos bidimensionais nao lineares.

Exemplo 5.5. Seja o hamiltoniano H = %yz + %xz — %x3. O sistema de equagdes
diferenciais é

oH
X = — =y

agH (5.7)
y = ——:—x+x2

dx

Este sistema de equacdes tem dois pontos fixos, um do tipo centro e outro
do tipo sela (figura 5.3). O ponto fixo do tipo centro — (0,0) — & estavel a
Lyapunov, pois H(x,y) é uma fungdo de Lyapunov na vizinhanga da origem.
As 6rbitas de fase sdo as curvas de nivel da fungdo H. Com H(x,y) : R*? = R,
para cada valor da energia H = h, as 6rbitas de fase sdo as imagens de H~!(h).
As curvas de fase t€m a equacio
1, 13

1 2
— — _— :h: te‘
2V T T3 ¢
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Figura 5.3: Orbitas de fase do sistema de equacgdes (5.7).

Para h pequeno, as curvas de fase sdo variedades compactas imersas em R?
e o fluxo pode ser parametrizado por um angulo de rotacdo 6. Pelo teorema
de existéncia e unicidade, o fluxo sobre as curvas de energia constante induz
um homeomorfismo (difeomorfismo) no tempo 1 sobre o circulo. Neste caso,
ndo se tem necessdariamente uma rotagdo pura (6,4 = 6, — @), mas sim um
homeomorfismo do circulo. |

No caso de dois osciladores harménicos desacoplados, de frequéncias w;
e wy, a funcdo de Hamilton é

H= %(y2+w%x2)+%(w2+w§z2) =H| +H,. (5.8)
Introduzindo varidveis candnicas de ac¢do-angulo (11, 0y, 15, 0,), como em (5.4),
chega-se a conclusdo que as curvas de fase estdo sobre superficies tdricas
T? = §' x S'. Estas superficies sdo toros T2 de dimensio 2 mergulhado em
R*. Assim, as equacdes diferenciais que descrevem o movimento dos dois
osciladores desacoplados sdo

6, = —a, (mod.2m). (5.9)

{ 61 = — (mod. 271')
O toro T? tem uma visualizacio geométrica simples. As coordenadas I; e
I sdo proporcionais aos raios de dois circulos e, 8; e 6, sdo as respectivas
coordenadas angulares (figura 5.4).
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Figura 5.4: Coordenadas angulares e de ac¢do da folheacdo de R* induzida
pelas 6rbitas do sistema hamiltoniano (5.8).

Os sistemas de dois osciladores harménicos nao acoplados podem ser ana-
lisados do mesmo modo que o que foi feito até aqui. Por (5.9), o mapa do toro,
em intervalos de tempo Ar =1, é

n+1 n__
{91 = 0O od 2m), (5.10)

6 = -

Assim, (5.10) define um difeomorfismo do toro 72.

Com a ajuda do lema de Jacobi 5.4, conclui-se que as drbitas do sistema
de equacdes derivado do Hamiltoniano (5.8) sdo hélices sobre as foliagdes
toéricas do espaco de fases R*. Em coordenadas angulares, as curvas integrais
no espaco de fases t€m a forma representada na figura 5.5.

Para que a curva integral seja densa no toro T2, as suas interseccoes ao
longo das linhas 6; = 0,27,47x,... e 6, = 0,27w,47,... t€m que ser densas.
Como

91(t) = 00— ot I
{ 6:(t) = 60—t 2 (1) 20+w1( 1(t) — 610)

tem-se que, para 6;p=0e¢ 0;(t) =2x,4m,..., o tempo discreto é 1, = —27n/ m,,
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Figura 5.5: Trajectdrias de fase do sistema de equagdes diferenciais (5.9), para
o =—1lew=—7m/4e0<r<12.5. As condigdes iniciais sdo 8 = 69 = 1.
Quando  — o, a trajectéria de fase percorre densamente o toro 72. Estas
curvas de fase sdo hélices téricas em R*.

27n w w w
6(——)=1~6 —2nn) = 6,=6+—2an = 6,=06,_1+—2n1.
1 ( wl) 20+w1( n) h =0+ 2n h=Onrt
Pelo lema de Jacobi 5.4, se 2@, / w, é irracional, as intersec¢des com as rectas
0, =0,27,4x, ... formam um conjunto denso no intervalo [0,27].
De igual modo, tem-se que

01(t) = O10+ %(92(0 — b)),

e o resultado € anélogo.

Em geral, o espaco de fases R?" de um sistema de n osciladores harménicos
nao acoplados é folheado por toros de dimensdo n — T, cuja carta é o con-
junto

(0,2m) x ... x (0,27) .

~~
nvezes

Isto €, as drbitas no espaco de fases estdo sobre toros 7.

Muitas vezes € mais simples trabalhar num sistema de coordenadas em
que a carta da circunferéncia € o intervalo (0,1). Nestes casos, usam-se as
seguintes transformacdes de st 0,41 = 6, — @ (mod. 1), com @ € (0,1) e
a comensurabilidade e incomensurabilidade com 27 € substituida, respectiva-
mente, pela racionalidade e irracionalidade de .
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Quere-se saber de que maneira é possivel transpor os resultados do os-
cilador harménico para sistemas de osciladores ndo-lineares. Foram obtidos
alguns resultados nesta direc¢ao por Denjoy em 1932.

5.2 Teoria de Denjoy

Considerem-se homeomorfismos (difeomorfismos) do circulo f : S' — S' que
preservam a orientacao, isto €, se x, y e z sdo pontos do circulo com x < y < z,
entdo f(x) < f(y) < f(z). Note-se que a relagdo “<” é uma ordem ciclica.
Isto implica que o grifico de f na carta do circulo é monétona crescente.

Para fixar a notagdo, vamos considerar as rotacoes puras de angulo ® na
forma

Ry(0)=0+w (mod.2m).

Seja 7 : R — S' uma aplicacdo da reta real no circulo, por exemplo,
7(x) = cosx+isinx = e™.

Defini¢ao 5.6. Uma aplica¢do F(x) : R — R é uma suspensdo da aplica¢do
f:St =Sl se

mwoF = form.

E claro que 7 ndo € uma equivaléncia topoldgica (transformacao de varia-
veis) pois 7 ndo ¢é invertivel. No caso das rotacdes puras, tem-se

Ry(0) =0+ w (mod. 27) mapa na carta de S'
F(6)=0+ o, suspensdo

pois, como se verifica facilmente,

ToF =mo(0+m)=¢?e®
foﬂ:foeie — ¢l®,i0
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Uma fungdo F : R — R é uma suspensao de um homeomorfismo do circulo
se € mondtona crescente e

F(x+2m) =F(x)+2n ¥xeR.

De facto existem vdrias suspensdes para uma aplicacdo de S'. No caso das
rotagdes puras de angulo ®, F(x) = 6 + @ + 27k é uma familia de suspensdes
quando k percorre os inteiros.

Propriedades das suspensoes:

a) Se F : R — R é uma suspensio de f : S! — S! entdio, F" é uma suspensio

de e
F"(x+2mk) = F"(x) + 27k.
De facto,
moF =fom = moF?=fomoF = f’on
e

F*(x+2mk) = F(F (x4 27k)) = F(F (x) + 27k) = F*(x) 4 27k.
b) A funcdo F(x) — x é periddica de periodo 27.
Ora,
F(x+2nk) = F(x) 4 2mk =
F(x+2mk) — (x+27mk) = F(x) + 27wk — (x+27k) = F (x) —x .
c) |[F'(x)—x| <M.

Como F"(x) — x é periddica de periodo 27 e continua, F"(x) —x toma o
seu valor maximo no intervalo [0,27].

Veja-se que existe um nimero que desempenha o papel de um angulo de
rotacdes para os homeomorfismos e difeomorfismos do circulo.

Proposicio 5.7. Seja f: S' — S' um homeomorfismo do circulo que preserva
a orientacdo e seja F : R — R uma suspensdo. Entdo o niimero

() — tim P00

n—yoo n

existe e ndo depende da escolha do ponto x € R.
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O numero construido na proposi¢do anterior depende da suspensdo. Seja a
rotagéo pura R, (0) = 60+ (mod. 27) e seja a suspensdo T (x) = x+ @+ 27k.
Como, T?(x) = x+ 2w + 47k, vem que, T"(x) = x +nw + 27nk, e,

Tn
po(F) = lim | n(x)| = w+27wk.

n—soo

Como py(F) depende da suspensao apenas por miltiplos de 27, tem-se:

Definicdo 5.8. Seja f: S' — S' um homeomorfismo do circulo e F : R — R
uma suspensio. O nimero de rotacdes de f € definido como

p(f) = po(F) (mod.2m)

Assim, o nimero de rotagdes p(f) estd bem definido e ndo depende da
suspensdo F. De facto, duas suspensdes de uma aplicag¢do do circulo diferem
apenas por um multiplo de 2. Se Fj e F, sdo suspensdes, tem-se que, de
molF = fom,

cos F (x) +isin Fy (x) cos o (x) +isinF(x) =
Fz(x) = K (X) +2rk.

No que se segue, mostra-se que p(f) é o andlogo do angulo de rotagdo
o das rotacdes puras. Isto é, sob certas condigdes, se f : S! — §! é um dife-
omorfismo do circulo, entdo f € topologicamente equivalente a uma rotacio
pura.

Vejamos primeiro que a comensurabilidade e incomensurabilidade com 27
estd relacionada com a existéncia ou ndo de pontos periddicos.

Lema 5.9. p(f) € incomensurdvel com 2T se, e sémente se, [ ndo tem orbitas
periddicas.

Pelo que foi descrito, o nimero de rotagdes p(f) do homeomorfismo f :
S! — S' desempenha o mesmo papel que @ nas rotagdes puras do circulo.
Assim, levanta-se o problema de saber de que maneira os homeomorfismos
do circulo sdo topologicamente equivalentes a rotagdes puras com nimeros de
rotacdo p(f).

Seja f: S' — S! um homeomorfismo (difeomorfismo) e F uma suspensio.
Seja ¢ uma rotagéo pura de suspensdo R = x+ p(f). Se R e F sdo topologica-
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mente equivalentes tem-se

S
A< =
= ] L ™
R
S

ehoF =Roh= h(F(x))=h(x)+p(f).
Na teoria de Denjoy a funcdo 4 € construida analiticamente, pelo facto de
F(x) e R(x) terem 0 mesmo comportamento por itera¢ao:

a) As iteradas f"(x € S') e ¢"(x € S') estdo ordenadas da mesma maneira
sobre o circulo.

b) Se p(f) é incomensuravel com 27, as Orbitas de f e ¢ sdo densas no
circulo.

Lema 5.10. Seja f: S' — S' um homeomorfismo do circulo que preserva
orientagées e F uma suspensdo. Sejam os conjuntos

A = {RY(0)+2mm} = {np(f)+27wm}

B = {F"0)+27m} com n,m € Z

e a fungdo hy : B — A definida por
ho(F"(0)+27m) = np(f)+27mm .

Se, p(f) € incomensurdvel com 27, entdo, hy é uma bijec¢cdo mondtona entre
AeB.

De facto as 6rbitas de f e ¢ (rotagdo) estdo ordenadas da mesma maneira
sobre o circulo. Para se poder estender a fung@o sy a uma equivaléncia to-
poldgica € necessario mostrar que as Orbitas de f sdo densas no circulo. Ora
isto nem sempre € verdade para homeomorfismos e € aqui que surge a dificul-
dade da teoria de Denjoy.

Seja f: S' — S'. Define-se a variacio da funcdo f como

N
Var() = s 3 | ()| (z A dx) ,

em que X1,X, .....xy é uma parti¢io do circulo S' e o supremo é tomado sobre
todas as parti¢des finitas de S'.

d
af(x)
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Teorema 5.11 (Denjoy, [ D. Se f:S' — S' é um difeomorfismo
com niimero de rotagdes incomensurdvel com 27 e log f' tem variagéo limi-
tada, entdo f e a rotagdo pura de dngulo p(f) sdo topologicamente equiva-
lentes por hy.

Assim, quando p(f) é incomensurdvel com 27 temos um algoritmo para
construir uma equivaléncia topoldgica entre f e as rotagdes do circulo, desde
que log|f’| seja de variagdo limitada, isto é, a suspensé@o de f néo tem pontos
de derivada infinita. Nestas condigdes, p(f) é um invariante topoldgico.

Exemplo 5.12. A aplicacdo padrio do circulo (Arnold). Seja o difeomorfismo
do circulo (nas coordenadas da carta)

01 =6,+2n®+€sin6, (mod.2mn), (5.11)

com 0 <e<1. See=1 aaplicacdo (5.11) € um homeomorfismo e, para
€ > 1, a aplicacdo (5.11) nao € invertivel (figura 5.6).

6fa) 6/b) 6fc)
5 5 5
4 4 4
6hi1 3 6n41 3 6141 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0
0123456 0123456 0123456
6h 6n 6n

Figura 5.6: Gréfico da aplicacdo padrdo (5.11), para @ = 0.4, a) € = 0.8, b)
e=10ec)e=14.

Na figura 5.7 estd representado o nimero de rotagdes da aplicagdo padrao
do circulo para vérios valores dos parametros € e ®. O ndmero de rotagdes
foi calculado através do valor médio do avango angular entre cada iteracdo, de
acordo com a proposi¢ao 5.7 e a definicdo 5.8.

O grafico do nimero de rotacdes em fungdo de € apresenta uma sucessiao
de patamares separados por saltos. Diz-se que uma fung@o com esta estrutura
¢ uma “escada do diabo” ou uma funcio com estrutura de conjunto de Cantor.
E possivel mostrar que a fungdo representada na figura 5.7b) é uma funcio
continua do pardmetro ®. |

O teorema de Denjoy € o antecedente geométrico do teorema KAM para
sistemas hamiltonianos.
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0.400f= 1.0f,) —
0.398] @=0-4 0.8/€=0.9
P p0'6
0.396 04
0.394 0.2
0.0 Lo
00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 10
€ w

Figura 5.7: Numero de rota¢des da aplicagdo padrdo (5.11) para: a) @ =0.4 ¢
€€[0,1];b)e=09e w € [0,1].

5.3 Teorema KAM

O exemplo que se segue ¢ uma introdugdo intuitiva ao teorema KAM (Kolmo-
gorof, Arnold e Moser).

Exemplo 5.13. A aplicacio padrio no cilindro. Ao discretizar a equagao di-
ferencial do péndulo (Exercicio 4.1), pode-se optar por duas discretizagdes
possiveis:

Ohy1—6, = v, 0, 1—6, = vuq
2 - ou 5 .
Vitl —Vp = —®sin(6,) Vitl —Vn = —®7sin(6,),

em que se fez Ar = 1. No primeiro caso, a equacao as diferencas ndo € conser-
vativa, enquanto que, no segundo caso, a equacao as diferencas é conservativa.
Como se verd no capitulo seguinte, a segunda equacdo as diferengas corres-
ponde a uma descritizagao implicita. Define-se a aplicacdo padrao conserva-
tiva do cilindro como a transformacao

Vntl = vy —€sin(6,), (5.12)

{ 0,,1 = 6,+v,y1 mod. 27

em que se fez @* = €. Como 6, é uma coordenada angular, 6, € [0,27] e

vn € R, 0 espago de fases da equacdo as diferencas (5.12) € um cilindro de
altura infinita.

Na figura 5.8 estdo representadas vdrias trajectérias de fase do mapa padrio

do cilindro (5.12), para varios valores do pardmetro €. O sistema linear (¢ = 0)

é constituido por 6rbitas periddicas caracterizadas por um nimero de rotagdes
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que neste caso é pg = vo (mod. 27). Para € > 0, algumas Orbitas estdao de-
formadas, outras sdo destruidas, dando origem a Orbitas/ilhas periédicas ou a
trajectorias irregulares (cadticas).

€=0.2 e=10

Figura 5.8: Trajectdrias de fase do mapa padrio do cilindro (5.12), para varios
valores do pardmetro €.

A teoria subjacente para o estudo da persisténcia das 6rbitas fechadas das
aplicacdes conservativas do plano designa-se por teoria KAM, de Kolmogorov,
Arnold e Moser. Veja-se uma versdo simplificada do teorema KAM.

Teorema 5.14 (KAM, [Sicgel er al., 1971]). Seja x,+1 = f(xn, €) uma aplica-
cdo conservativa de R*" com um ponto fixo na origem x = 0. Suponha-se que
para € =0 a aplicacdo é linear e que o espago de fase é folheado for toros
invariantes T" (paran =1, T' = §'). Isto é, as orbitas de fase percorrem den-
samente o toro que contém as condicdes iniciais, a excep¢do de um conjunto
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de medida nula de condigées iniciais no toro invariante. Seja p(€) o vector
niimero de rotagoes em dimensdo n. Entdo, para € suficientemente pequeno,
alguns dos toros invariantes sdo destruidos e outros toros invariantes persis-
tem e sdo deformados. Os toros que sdo deformados sdo caracterizados por
niimeros de rotacdo muito irracionais.’

Os resultados numéricos na figura 5.8 para a aplicacdo do cilindro (5.12)
ilustram os resultados do teorema KAM. Para € = 0.2, muitos circulos invari-
antes persistem. A medida que se vai variando €, alguns dos toros invariantes
vao sendo destruidos. As regides na vizinhanga de toros invariantes destruidos
podem corresponder a 6rbitas instiveis e muitas vezes ndo limitadas. E im-
portante salientar que as condi¢des do teorema KAM nido sdo mais explicitas,
sendo dificil de identificar os toros que persistem e a abundancia dos toros
destruidos.

Por exemplo, pensa-se que as lacunas de Kirkwood da cintura principal de
asteroides que existe entre Marte e Jupiter pode ser explicada por um meca-
nismo como o previsto pelo teorema KAM (figura 5.9). Neste caso, quando a
razdo entre o periodo de translacdo dos asteroides e o periodo de translacdo de
Japiter se aproxima de um ndmero racional, a abundancia destes asteroides é
menor.

Na fisica dos aceleradores de particulas, € possivel mostrar que as instabi-
lidades que estdo na origem da perda de feixe ocorrem quando a mantissa do
nimero de ondas longitudinal vy das oscilacdes do feixe de particulas — tune
shift — estd muito préxima de um nimero racional. Em particular, vo = 1/4 e
Vo = 1/3 sdo valores a evitar [ R ]. Na figura 5.10
estio representados as trajectérias de fase de um protao de energia 450 GeV,
no acelerador sincrotrao LHC (Large Hadron Collider), na vizinhanca da res-
sondncia Vo = 1/3. As semelhancgas entre a estrutura dos espagos de fases
nas figuras 5.8 e 5.10, sugere que o comportamento encontrado na aplicacio
padrdo do cilindro € universal, descrito pelo teorema KAM 5.14. As regides
de estabilidade dos feixes de particulas em aceleradores sincrotrdao seguem um
padrdo muito semelhante ao da figura 5.8.

Exercicio 5.1. Mostre que o sistema de equagdes diferenciais

{x = sin(y)

y = sin(x)

2Um nimero o é muito irracional, se para todo o racional p /g, existem constantes K e n tais
que | — p/q| > K/q". No caso do teorema KAM, n =2.5.
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Asteroid h'min»Be_lt Distribution

irkwood Caps

Number of Asteroids

Semismajor Axis (A

Figura 5.9: Distribui¢cdo dos asteroides da cintura principal de asteroides en-
tre Marte e Jupiter, em fungdo do comprimento do semi-eixo maior das tra-
jectorias elipticas, normalizado ao semi-eixo maior de Jdpiter. Conjectura-se
que as regides de menor abundancia de asteroides correspondem a toros inva-
riantes destruidos (lacunas de Kirkwood) e correspondem a 6rbitas instaveis,
associadas a trajectorias locais nao limitadas, eventualmente, do problema de
3-corpos Sol-Jipiter-asteroide.

¢ hamiltoniano (Exemplo 1.1). Analise a estabilidade dos pontos fixos.

Exercicio 5.2. Determine numericamente o homeomorfismo do circulo as-
sociados ao ponto fixo (0,0) do sistema hamiltoniano H = %yz + %xz - %x3.
Calcule numericamente o nimero de rotacdes em funcdo da amplitude da
condicio inicial.

Exercicio 5.3. Mostre que p(f") =np(f) em que p(f) € o niimero de rotacdes
de um homeomorfismo do circulo.

Exercicio 5.4. Estude numericamente o espago de fases da aplicagcdo padrio
do circulo, para € < 1 e € > 1. Imagine a seguinte experiéncia numérica: Para
cada valor do parametro € e para uma condic¢fo inicial, calcule as primeiras
duzentas iteradas. Continue a iterar e represente graficamente todos os valores
das iteradas 201 até, por exemplo, 400. Note que neste grafico a abcissa € €
e na ordenada estdo representados todos os valores das iteradas 201-400. Do
gréifico assim construido tire conclusdes sobre a dindmica.
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01 01

007 SF=0.00972 a) 0.0 SF-0.07932 b)
° éi

-0.01
-0.01 0 0.01

".0.01 0 0.01 ".0.01 0 0.01

Figura 5.10: Espaco de fases de um protdo de energia 450 GeV, no acelerador
sincrotrdo LHC (Large Hadron Collider), na vizinhancga da ressonancia vy =
1/3. O parimetro de controlo SF estd associado a uma forga sextupolar de
focagem que permite controlar a proximidade da ressonincia vo = 1/3 ([

, D.

Exercicio 5.5. Mostre que a aplica¢do de Hénon

Xpi1 = cos(2ma)x, +sin(2wa)y, + sin(2wo) x>
Vi1 = —sin(2wa)x, +cos(2ma)y, + cos(2ma)x>

¢ uma aplicagdo conservativa do plano, em que o € [0,1/2]. Determine os
pontos fixos de periodo 1 e estude a sua estabilidade. Faga um estudo numérico
das 6rbitas de fase para vérios valores do parametro o.

Exercicio 5.6. Seja o sistema de equacdes diferenciais

X =ax+by
y=cx+dy
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em que a,b,c e d sdo parametros reais. Sejam as transformacdes de varidveis
T={t— —t}eP={x—yy— x}. Seo sistema de equagdes diferenciais
¢ invariante depois de se efectuarem as transformagdes 7 e P, diz-se que o
sistema de equagdes tem uma simetria 7 P.

a) Encontre condi¢des nos pardmetros para que o sistema de equacdes tenha
uma simetria T P.

b) Mostre que o sistema de equagdes com simetria 7P é Hamiltoniano.

c¢) Faca os gréficos das curvas de nivel da fun¢do de Hamilton, paraa > b e
a < b. Infira sobre a topologia das solucdes do sistema simétrico.



Capitulo 6

Meétodos numeéricos

Em geral, ndo € possivel determinar explicitamente as solugdes de sistemas
de equagdes diferenciais ndo-lineares, sendo necessario recorrer a métodos de
andlise numérica. O teorema de existéncia e unicidade dd-nos desde logo um
algoritmo para a construcdo aproximada de solucdes de equacgdes diferenci-
ais, sugerindo que as derivadas podem ser substituidas por aproximagdes as
diferencas finitas. Assim, a técnica mais simples para construir algoritmos
numéricos para a integracdo de equacdes diferenciais € através da substituicao
das derivadas por aproximagdes com diferencas finitas.
Para a integracdo da equacdo

x=f(x), comxeR, 6.1)
a equacdo as diferengas finitas mais simples é
Xp+1 =Xp + Atf(xn)a (6.2)

em que x, = x(nAt). Assim, conhecendo xy é sempre possivel determinar por
recorréncia os valores de x1,xp,.... O problema que se pde € o de saber se as
solucdes obtidas através (6.2) coincidem com as solugdes de (6.1).

A melhor maneira de analisar esta questdo € através da integracdo das
equagdes (6.1) e de (6.2) e depois comparar as solucdes (benchmarking). Por
exemplo, suponha-se que f(x) = ax, em que a é uma constante. Entdo, por
integracdo directa, as solucdes de (6.1) e (6.2) sdo, respectivamente,

x(t) = xpe”

X, = xo(l+Ara)" = i(t) = xo(1 + Ara) /), (6.3)

61
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em que n =1/At e X(t) é a solugdo que aproxima x(r). Na figura 6.1, estdo
representados os graficos das solugdes (6.3) em fungdo do tempo, para varios
valores de a. No limite t — oo, quando a e Ar sdo ambos positivos, as solugdes
divergem. Para a negativo e 0 < Ar < 1/|al, as solugdes mantém-se préximas.
Faca-se entdo o estudo da convergéncia das solucdes (6.3).

150 ) 10 b)
08
06
0.4
02
0.0

Figura 6.1: Comparacao entre as solu¢cdes numéricas (a ponteado) e exactas (a
cheio) da equagdo diferencial linear X =ax. a)a=1,At =0.1. b)a=—1,Ar =
0.1.

Sejam x(z) e %(¢) as solucdes exacta e aproximada de (6.1) com f(x) = ax.
Para 7 fixo, o erro global entre as duas solucdes é

en:=e(t; At = %) = |x(t;At) — x(t; At)| (6.4)

em que X € a solugdo da equacdo as diferencas (6.2), ou a solugdo aproximada
de (6.1). Para calcular o erro global (6.4), comece-se por desenvolver a solu¢ao
de (6.1) em série de Taylor

x(t+AAL) = x(tA) FALf(x(t;A)) 4+ O(AF?)
< x(t;Af) + Atf(x(t;At)) + BAL?,

em que B € uma constante. Entao, por (6.4) e (6.5),

(6.5)

eni1 = |K(t+ AL A) —x(14+Ar; A1) | < e+ At| f(2(1; A1) — f(x(t;A1)) |+ |B| A,
Com f(x) = ax, tem-se que

eni1 < ey|l +aAt|+ |B|A%,
Entdo, por recorréncia, vem que

en < (14aAr)"eg+ [B|A? (14 (14 aAr)+---+ (1+alAr)" 1)
< (1+anr)eo+ BlAs| (14 ate)r — 1.
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Mas como (1+x) < ¢*, a desigualdade anterior escreve-se na forma

B
en < epe™™ + uAt]e‘” —1].
a

Como no instante inicial t = 0, eg = 0, vem entdo que

B
en < —Atle” —1|,
a

em que fizemos r = nAt. Seja T um valor fixo de 7. Seja a constante, Y =
Ble“T —1|/a > 0. Entdo, e, < yAt. Parat = T fixo, é possivel encontrar At
tal que o erro global € majorado pela constante Aty e, quando At — 0, o erro
global converge para zero.

Concluimos assim que as solugdes obtidas pelo método numérico (6.2)
estdo proximas das solugdes de (6.1), no intervalo fechado [0, T], desde que Az
seja suficientemente pequeno. Claro estd que At depende de 7.

Esta andlise sugere a definicao:

Definicao 6.1. Um método numérico para a integracdo de uma equagéo di-
ferencial ordindria, com ¢ € [0,T], é convergente, se o erro global entre as
solugdes das equagdes continua e discreta convergem para zero quando Ar — 0,

lim e(t;At) =0.

At—0
Esta condi¢@o € apenas valida quando as condi¢des iniciais do método numérico
e da equacdo diferencial sdo as mesmas.

Em geral, equagdes as diferengas que conduzam a erros globais da forma
e, < 7|At|P, em que y é uma constante, sdo designadas por métodos de ordem
p. O método de Euler (6.2) € pois um método de ordem 1.

Um método simples de gerar métodos numéricos de ordem p > 1 € através
da série de Taylor — método de Lax-Wendorff. Seja a equagdo diferencial
nao-auténoma

x=f(x,t), comxeR". (6.6)

Para construir um método numérico para a integragdo da equacao diferencial
(6.6), comeca-se por desenvolver a sua solucao em série de Taylor

O(t+At) = Ot) +At (1) +A29"(¢) /2! + -

= B F A+ AR )2 . D)
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Com t, = nAt, x,, = x(nAt) = ¢ (nAt), de ( 6.7), vem que

Xn+1 = Xn +Alf(xnvtn) +At2(ft (xnatn) +fx(xnatn)f(xnﬂtn))/2!'

No entanto, esta técnica introduz célculos adicionais, tornando-se pouco efici-
ente para métodos de ordem p > 2. Contudo, para o caso da equacdo diferen-
cial linear X = ax, de (6.7), obtém-se uma equacdo discreta que coincide com
a solucdo analitica da equagdo continua, para t = nAt. Ora, veja-se. Como
0 (1) =xpe™, (1) = a"x = a" () e portanto

O(t+Ar) = x + Atax + APa®x /2! 4 - = x(1 + Ata+ Ata® /2! + ).

Entao

_ alAt
Xpa1 = Xze™™.

Neste caso linear, o erro global € nulo e o método numérico € exacto. Contudo,
na maioria dos casos ndo € possivel somar a série associada ao método de Lax-
Wendorff.

Veja-se outra técnica que envolve apenas as componentes do campo de
vectores. Por exemplo, suponha-se que a aproximagdo a (6.6) se escreve na
forma

Xn+1 = Xn +Ata1f<xn7tn) +Ata2f(xn +p2Atf(xnatn)7tn +p1At), (68)

em que a;,ap, p1 € pp sdo constantes a determinar. Desenvolvendo o segundo
membro de (6.8) em série de Taylor, obtém-se

X1 = Xn+At(ar +a2) f (X, 10) + AP arpy fi (X tn) + A ar pa fo (s 1) f (tns Xn) -

(6.9)
Comparando (6.9) com (6.7), obtém-se as equacdes,
+a=1; _ L _ !
ar+ax=1; azpl—z, apr = 3

Escolhendo a; = 1/2, obtém-se o método de Heun ou Runge-Kutta de segunda
ordem:

Xp+1 =X+ %(f(xnatn) +f(xn+Atf(xnatn)7tn+At)‘ (6.10)

Com a; = 1, obtém-se o método de Collatz ou método de Euler modificado:

At At
Xn+1 :xn'i‘Atf(xn'i‘?f(xnatn)Jn"‘ (6.11)

2)
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Ambos os métodos (6.10) e (6.11) sdo de segunda ordem.
Por um método andlogo, pode-se deduzir o método de Runge-Kutta de
quarta ordem:

At
Xnt+1 = xn+g(k1 + 2ky + 2k;3 +k4)
kl = f(xnatn)
At At
ko = f(xn+?k1’tn+?) (6.12)
At At
k3 = f(xn+?k2,tn+?)
L k4 = f(xn+Atks,t, + At).

O método numérico mais utilizado para a resolugao de equagdes diferenci-
ais ¢ o método de Runge-Kutta de quarta ordem (6.12). Este método numérico
conduz a resultados com um erro muito pequeno, desde que as 6rbitas de fase
sejam limitadas. Para sistemas conservativos com um potencial central, este
método conduz a resultados que conservam a energia e o momento angular,
[ 1, pelo que é um método que origina resultados bastante
fidveis. No entanto, para sistemas cujo campo de vectores t€m componentes
de variacdo muito rdpida (sistemas stiff), o método de Runge-Kutta tem uma
aplicacdo limitada. Como as propriedades de stiffness podem ser detectadas
através da andlise qualitativa do fluxo de fase, a decisdo sobre a utilizacio de
um método numérico para integracdo de uma equagdo diferencial s6 pode ser
feita depois desta analise.

As técnicas de construcdo de métodos numéricos para a integracdo de
equagdes diferenciais que acabamos de analisar sugerem-nos a definicdo de
consisténcia de um método numérico.

Definicao 6.2. Um método numérico para a integragdo da equagdo diferencial
(6.6) da forma
Xnt1 = Xn + AtF (xp, 1,3 A1)

€ consistente, se
Hm F (X, ;A1) = f(xn, 1) -

At—0

A aproximagdo ao campo de vectores utilizada em (6.8)-(6.9) é consistente,
desde que a; +ar = 1.

Para as equacdes diferenciais lineares € sempre possivel encontrar um
método exacto de integracdo numérica. Seja entdo a equagdo linear X = Ax em
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que A é uma matriz. Como se sabe, se detA # 0, existe uma transformagao de
varidveis x = Cz tal que a equagdo X = Ax se transforma no sistema Z = Dz, em
que D = C~'AC é uma matriz diagonal, eventualmente complexa (Apéndice B).
Se os valores proprios de D sdo todos diferentes, entdo a solugdo geral de
i=Dz¢

Z(l‘) = etDZ().

Fazendo r = At, obtém-se 7,11 = 2,¢P  Tnvertendo a tranformacdo de varidveis
anteriores, chega-se a

Xptl = CeAtDC_lxn.

Assim, demonstrou-se:

Teorema 6.3. Seja o sistema de equacgdes lineares X = Ax em que A é uma
matriz ndo singular (detA # 0). Suponha-se que os valores préprios da matriz
A sdo todos diferentes. Seja o sistema linear associado 7 = Dz, em que D é
uma matriz diagonal, eventualmente complexa. Entdo as solugées da equagdo
as diferengas

Xpy1 = CeMPC7 1y,

coincidem com as solucdes da equacdo diferencial linear X = Ax, para t = nAt,
independentemente do valor de At.

Aplicando o resultado anterior a equagdo do oscilador harménico (5.3),
obtém-se o método numérico exacto

<xn+1> _ < COS'(AZ‘CO) sin(Atw)/w) (xn> —B <xn> O 613)
Ynrl —wsin(Arw)  cos(Arw) s Vi
em que detB = 1. Assim, o método numérico (6.13) preserva o volume de
fases, sendo um método numérico exacto para a integracdo da equacdo do
oscilador harménico. No entanto para sistemas ndo lineares esta técnica é de
dificil utilizagao.

No caso dos sistemas Hamiltonianos, o método de Stormer-Verlet de or-
dem 2 € um exemplo de um sistema de integracdo numérica que preserva

o volume de fase. Seja entdo o sistema hamiltoniano separado H(q,p) =
p?/(2m) +V(q), em que p,qg € R". O método de Stormer-Verlet de ordem
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2 ¢ definido por
( JH
DPnt12 = pn—AITq(Qn)
oH
Gntl = G +At%(pn+1/z) (6.14)
JoH
Pn+1 = Pnt1)2 *Afafq(%ﬂ)?

em que At é o passo de integragdo, p, = p(nAt), g, = q(nAt) e p,i1/ €
um valor intermédio do momento. Veja-se entdo que o método de integracio
numérica de Stérmer-Verlet é conservativo.

Sem perda de generalidade, considere-se o caso em que p, g € R. O sistema
é conservativo se o Jacobiano da transformacdo (6.14) tem determinante 1.
Ora,

Gny1 Ar? Gni1 At
an+ = 1- qu(qn)v an+ =
n 3 Pr "o (6.15)
apn—l—l _ At V2 apn-&-l — 1 At v
aqn - = m qq(q")7 apn - + m ‘IQ(qn)'

Por um calculo simples, o determinante da matriz Jacobiana construida a partir
de (6.15) tem o valor 1.

Outra classe de métodos numéricos com propriedades de convergéncia sao
os métodos numéricos implicitos. Considere-se a equacdo diferencial geral
(6.6) e construa-se o método de Euler implicito

X1 = Xn +ALf (b1, X0 41)- (6.16)

A equagdo (6.16) define um método numérico consistente.

Se f ndo € uma funcao linear, para resolver a equacao as diferencas impli-
cita (6.16) tem que se recorrer a técnicas numéricas de resolugcdo de equacdes
algébricas, das quais uma das mais robustas ¢ o método de Newton-Raphson.
Em geral, as técnicas implicitas tem propriedades fortes de convergéncia e,
na vizinhanga de pontos fixos assimptoticamente estiveis, fornecem solucdes
numéricas muito préximas das solucdes exactas. No entanto, estes métodos
podem tornar-se computacionalmente pesados.

Para equagdes em que a variagdo do campo de vectores no espago de fases
& muito répida (equacdes stiff), os métodos implicitos sdo os mais apropriados
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para a sua integracdo numérica. Por exemplo, considere-se a equacdo diferen-
cial linear

X = —501x+499y
{ y = 499x—501y, (6.17)
que tem a solucdo geral
x(t) = cpe 0 fepe
{ y([) = C216_1000t _ C22€_2t (618)

em que os ¢;; sdo constantes a determinar através das condi¢des iniciais. Por
aplicagdao do método de Euler explicito a (6.17), obtém-se a solucao

L
Yn
Por andlise de (6.18), decorre que, quando ¢ — oo, as solugdes convergem para
o ponto (0,0) do espago de fases. Mas, por (6.19), para que as solugdes do
método discreto apresentem o mesmo comportamento assimptético, tem que
se ter a condi¢do, |1 — 1000Az| < 1, ou seja, o passo de integragdo At tem que
estar no interior do intervalo [0,2/1000 = 0.002]. Ora, a componente e~ !%0%
de (6.18) é muito pequena e nio vai influenciar o comportamente quantita-
tivo da solucdo de (6.17), no entanto, a contribuicao deste termo vai ser deter-

minante para a convergéncia do método numérico, obrigando a um passo de
integracdo muito pequeno. Esta € uma das caracteristicas dos sistemas stiff.

c1(1— 1000A1)" + ¢5 (1 — 2A¢)"
c1 (1= 1000A1)" — ¢ (1 — 2A1)".

(6.19)

Exemplo 6.4. Seja a equagéo diferencial x = 100x(1 —x). Aplicando o método
de Euler implicito (6.16), obtém-se

Xnt1 = X+ 100Azx, 11 (1 — x,11). (6.20)

Suponha-se que no instante t = 0, a condicdo inicial € xg. Para calcular x|
procede-se da seguinte maneira: Comece-se por impor uma estimativa para
X1, por exemplo x; = xo € escreve-se a equagao as diferencas implicita (6.20)
na forma f(x,,x,+1) = 0. Entdo, define-se uma nova iteragdo (método de
Newton-Raphson) através de

o _ ) Sl
n+1 = “'n+l P ’
axil (xn’xfll-]‘r)l)

(6.21)
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com p =0,1,.... Fazendo x;’ = xo, no limite quando p — oo, a equacdo as
diferencgas (6.21) converge para x;. Neste caso particular, (6.21) tem a forma
LD (P xl(’ll-)i-)l —Xn— 100A”‘5£21 (1 —X,S’.’f])
1 — 100A¢ +200Azx.,

n+1 n+1

Em termos préticos, a convergéncia de (6.21) em p € muito rdpida, sendo um
dos métodos mais eficientes para a determinagdo de raizes de equagdes. |

Para o caso de sistemas Hamiltonianos nio separados, isto é, quando a
energia cinética depende das varidveis ¢ e dos momentos conjugados p, a
energia é conservada com o método implicito de Stormer-Verlet de ordem 2.
Seja entdo o sistema hamiltoniano ndo separado H(q, p), em que p,q € R". O
método implicito de Stormer-Verlet de ordem 2 ¢ definido por

( At OH
Pnt+1/2 = Pn— ?TQ(pn+l/27Qn)
At (dH JoH
dn+1 = %z"‘? <ap(pn+l/27‘bz)+ap(l’n+l/2"]n+l)>
At 0H
Pn+1 = DPny12— ?Tq(PVHI/ZaQH—H)a

em que At € o passo de integragdo, p, = p(nAt), g, = q(nAt) € p,y1/, € um
valor intermédio do momento.

Do ponto de vista da utilizagdo de métodos numéricos para a integragdo
de equacgdes diferenciais ou de equagdes as derivadas parciais, ha que ter
atencdo a fiabilidade das aproximacoes, assim como ao dominio de validade
das aproximacdes. De facto, quando se estd a trabalhar com sistemas ndo-
lineares é importante comparar previsdes com varios métodos numéricos dife-
rentes e testar o modo como se d4 a convergéncia para uma solucdo hipotética,
quando se variam os parametros de discretizacdo. Por isto, na linguagem
dos métodos numéricos aparece muitas vezes os conceitos de benchmarking,
validagdo e calibracdo.

Designa-se por benchmarking a comparacio entre solu¢des numéricas e a-
naliticas. Em muitos sistemas, isto pode ser feito através da comparacio entre
as solucdes numéricas e solugdes particulares integraveis. Por exemplo, no
caso da figura 6.1 foi feito o benchmarking do método numérico analisado.

A calibracdo é a manipulagao de varidveis e pardmetros de modo que exista
concordancia entre as varidveis simuladas e observadas.
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A validacdo de um método numérico é a comparacao entre os resultados
numéricos com o comportamento no mundo real. O processo de validacdo é
feito no contexto do modelo e nao reflecte a fiabilidade com que o modelo
representa o mundo real.

Os resultados numéricos para prever e inferir propriedades e comporta-
mentos de sistemas s6 fazem sentidos quando é efectuado o benchmarking
e os resultados sdo calibrados e validados. Por outro lado, muitos métodos
numéricos para equacdes diferencias ndo t€ém as mesmas propriedades estru-
turais que as equagdes que pretendem descrever. Assim, é importante que as
propriedades estruturais do método numérico e das equacgdes diferencias se-
jam as mesmas, [ ]. Em particular, o método (5.12) para a
integracdo numérica da equacdo do péndulo apresenta solugdes que ndo exis-
tem na equacdo continua (Exercicio 6.2). Neste caso, o método (5.12) é con-
sistente e estavel.

Exercicio 6.1. Escreva explicitamente a equacgdo as diferencas associada ao
método de Stormer-Verlet para a integracdo da equacao diferencial do oscila-
dor harménico de hamiltoniano H = y?/2 + ®?x? /2. Em seguida relacione a
equacdo as diferengas assim obtida com a equagdo as diferencas do método
numérico (6.13).

Exercicio 6.2. Escreva explicitamente a equacdo as diferencas associada ao
método de Stormer-Verlet para a integracdo da equacio diferencial do péndulo

¥+ 0*sinx =0,

em que @ é uma constante. Determine a estabilidade dos pontos fixos de
periodo 1 da equacdo as diferengas. Faca algumas simula¢des numéricas e
compare com os resultados da figura 5.8.

Exercicio 6.3. Estude a estabilidade da origem (0,0) da equagio as diferencas
obtida pelo método de Euler implicito para a integracdo da equacao diferencial

linear
{ X = —501x+499y

y = 499x—501y.
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