Capitulo 1

Equacoes diferenciais como
sistemas dinamicos

The progress in physics certainly will depend to a
large extent on the progress of nonlinear mathema-
tics, of methods of solving nonlinear equations.

W. Heisenberg, Physics Today, 20 (1967) 27-33.

Um sistema é um conjunto de fendmenos ou acontecimentos com uma di-
namica prépria e que pode ser isolado do resto universo. Esta defini¢do s6 faz
sentido se pensarmos que ao isolarmos um sistema do resto do universo, ndo
existem alteracdes observaveis nem no sistema nem no universo. Assim, cada
sistema é um universo. Por exemplo, o universo ¢ um sistema, a célula é um
sistema, o 4&tomo € um sistema.

O conceito de sistema € uma tentativa de estruturar o nosso conhecimento
sobre a natureza. A ciéncia, tal como a fazemos hoje, baseia-se nesta raciona-
lizagao.

Seja um sistema . (fisico, matematico, biolégico, econémico, efc.) carac-
terizado ou descrito por um nimero finito de varidveis de estado, x = (xy, ..., x,).
Nos instantes #y e t1, com ty < t1, os estados do sistema % sdo especificados
pelos valores que tomam as varidves de estado:

X(l()) = (X] (to),Xz(to),. .. ,x,,(to)) e X(t1) = (X](l]),XQ(I]),. .. ,xn(tl)) .

Se x(19) # x(t1), o estado do sistema evolui no tempo. Se existir um operador
g tal que:
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a) g(x(0)) =x(1),
b) (g:08)(x(0)) = (g1+5)(x(0)) =x(t +3),
©) go(x(1)) =x(1),

entdo .¥ e g, definem um sistema dindmico determinista de dimenso finita n.

O conjunto de todos os valores possiveis das varidveis de estado (x1,...,x,)
€ 0 espaco de fases ou espaco de estados do sistema .. O operador g; actua
sobre 0 espaco de fases de coordenadas (xi,...,x,). E usual confundir o sis-
tema real com o seu espago de estados ., para todo o ¢ € R. Para um sistema
com n varidveis de estado, o espaco de fases pode ser R" (= .¥), um subcon-
junto de R”, ou uma variedade de dimensao n (Apéndice A). A escolha das
varidveis de estado de um sistema é um processo a priori que determina o grau
de generalidade com que o sistema é descrito.

Descrever um sistema dinamico é definir o seu espago de estados ., en-
contrar o operador g, que descreve a evolucdo temporal do sistema e determi-
nar as suas propriedades.

Seja f(x,7) uma fun¢do continua, definida num aberto U de R"” x R e com
valores em R”. Seja o sistema de equacdes diferenciais (ordinarias)

& (x,1), (1.1)

dt
em que x = (x,...,x,) € R, f(x,1) = (fi(x,1),...,fu(x,0)) R"XR - R"e
t € R. As varidveis dependentes sdo as componentes do vector x € R" et é a
variavel independente. O conjunto R" é o espaco de fases do sistema (1.1) e
R" x R € o espago de fases alargado.
Uma solug@o da equagio diferencial (1.1) é uma aplicagdo ¢(z) : I CR —

R" que verifica 26
0 — f(p().0).

As solugdes das equagdes diferenciais t€m as notagdes alternativas: @ (), ¢ (¢;1),
O (t;10,x0), @(t;x0) ou ainda @(z;19,x0,0), em que ¢ é um pardmetro e x
¢ o valor da solucdo no instante #p. Estas notacdes diferentes realcam a de-
pendéncia das solucdes nas condi¢des iniciais e nos pardmetros. Do ponto de
vista formal, ¢ (¢;x0) = g;(x0).

Se a fungédo f obedece a f(x+y,t) = f(x,t) + f(y,t), paratodo o x,y € R"
et €R, ese @(r) e g(¢) sdo ambas solucdes da equagdo (1.1), com ¢ (1) #
@2(1), entdo y(t) = ¢ (¢) + ¢2(¢) é também solugdo de (1.1). Neste caso, o



sistema de equagdes (1.1) € linear. Se x = A(f)x, em que A(¢) € uma matriz
quadrada, o sistema de equagdes diferenciais € linear.

Se a fungdo f ndo depende explicitamente do tempo, X = f(x), o sistema
de equagdes diferenciais diz-se auténomo. Se uma equacdo diferencial ndo
depende explicitamente do tempo, pode-se sempre fazer uma translacdo na
origem dos tempos, T =1t — g, € a equagao fica inalterada. Assim, no espaco
de fases alargado R" x R, qualquer recta paralela ao eixo real R corta a familia
de curvas (¢(7),t) segundo a mesma tangente.

Uma curva de fase da equagdo diferencial (1.1) é a imagem da solucdo
o (1;10,x0), no espago de fases. Pode acontecer que uma curva continua no
espaco de fases seja o grifico de mais do que de uma solucdo da equacdo
diferencial.

A drbita do ponto xy € R" é o conjunto: O(xp) ={x € R" :x= ¢ (¢t;10,x0), €
I}, em que [ é o intervalo de defini¢do de t. Uma curva integral de uma
equacao diferencial € o conjunto

{(x,t) eER"XI:x=¢(t), t €1}.

Uma curva integral é o grafico no espaco de fases alargado de uma solugao da
equacao diferencial.

Uma fungdo ¢(¢) é uma solugdo periddica da equacao diferencial (1.1), se
existir uma constante 7' > 0 tal que

o(t) =9t +T),

paratodo ot € I. Uma solugdo periddica de uma equagao diferencial € também
designada por orbita periodica.

Um sistema de equagdes diferenciais define um campo de vectores X no
espaco de fases ou um fluxo de fase (figura 1.1): as componentes do campo

de vectores X segundo as direcgdes xi,...,x, sdo as fungdes fi(x),..., fu(x),
respectivamente. A imagem no espago de fases da curva de fase @(¢) tem
como tangente, no ponto x € R”, o vector f(x) = (fi(x),...,fu(x)). Assim,

em principio e pelo menos em dimensdes 1, 2 e 3, € sempre possivel determi-
nar qualitativamente as curvas de fase, ou seja, € sempre possivel determinar
qualitativamente as solugdes do sistema de equagdes diferenciais (1.1).
Analise-se o problema inverso. Seja o campo de vectores no plano ge-
rado por uma carga eléctrica ou uma massa, E=Ez2 + Eyéy, = €., em que
¢ é uma constante e r = \/x2+y2. Sejam as coordenadas polares do plano,
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Figura 1.1: Campo de vectores do sistema de equagdes diferenciais x = f(x)
com (x,y) € R2. Em componentes, o sistema de equagdes diferenciais escreve-

se na forma x = fi(x,y) e y = fo(x,y).

x=rcos(0) ey=rsin(0), e seja é. = cos(0)é, + sin(0)é, o versor radial (fi-
gura 1.2a)). As linhas de campo sdo as curvas tangentes ao campo de vectores
E (figura 1.2b)). Assumindo que as linhas de campo sdo parametrizadas por
uma varidvel independente s, as equagdes que determinam as linhas de campo
sdo

dx c cx

_ = Ex = — =

ds 2 COS(G) (x2+y2)3/2 12
A ) P— - -
ds VT2 - (x2+y2)3/2°

Para determinar as linhas de campo de E,em (1.2), divide-se a primeira equagdo
pela segunda, eliminando a coordenada independente s, obtendo-se
dx x
oy (1.3)
A equacdo (1.3) é a equacdo das curvas de fase da equagdo diferencial (1.2).
Resolvendo a equacdo diferencial de primeira ordem (1.3) pela técnica das
quadraturas, obtém-se a solu¢@o y = (yo/xo)x. Isto é, a curva de fase do campo
de vectores E que passa pelo ponto (xp,yo) € a recta que passa pelos pontos
(0,0) e (xo0,y0) (figura 1.2). Pode acontecer que existam equagdes diferenciais
em que se conhece explicitamente as curvas de fase, mas nao se conhece uma
parameterizacdo exacta das solu¢des no tempo. Um exemplo desta dificuldade
ocorre para a parameterizacao temporal do problema de Kepler (sec¢io 31.2).
Mostrou-se assim que é sempre possivel associar um campo de vectores
a uma equacdo diferencial e, inversamente, uma equagao diferencial da forma
(1.1) define um campo de vectores no espaco de fases. As linhas de campo de



Figura 1.2: a) Campo de vectores do sistema de equagdes diferenciais (1.2)
para ¢ = 1. Em cada ponto (x,y) do espaco de fases, o campo de vec-
tores que define o fluxo de fase tem componentes E, = cx/(x*+ y2)3/ Ze
E, = cy/ (x> +y*)*/2. b) Curvas de fase do sistema de equagdes (1.2).

um campo de vectores ou as curvas de fase de uma equagao diferencial sdo as
mesmas entidades.

Seja x = f(x) uma equagéo diferencial em R”. O ponto p € R" é um ponto
fixo para o fluxo de fase se

f(p)=0.

Neste caso, X = 0 e portanto ndo existe fluxo de fase, isto é, ¢(z;10,p) = p,
para todo o ¢t € R. Assim, pontos fixos sdo soluc¢des particulares de equagdes
diferenciais.

Os pontos fixos de uma equacao diferencial também se designam por pon-
tos de equilibrio, pontos estaciondrios, pontos criticos ou pontos singulares
do campo de vectores.

Exemplo 1.1. Seja a equacdo diferencial nao-linear

X sin(y)
{y = sin(x). (1.4

Como se viu, a equagdo diferencial (1.4) define um campo de vectores ou
fluxo de fase. E dificil determinar uma solugdo explicita no tempo da equacio
(1.4). No entanto, através da visualizagdo da imagem do campo de vecto-
res no espago de fases, pode-se determinar o comportamento qualitativo das
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solucdes da equacdo (1.4). Como, f(x,y) = (fi(x,y),f2(x,y)) = (siny,sinx)
sao as componentes do campo de vectores no espago das fases da equacgao di-
ferencial (1.4), resolvendo a equagdo f(x,y) = 0, resulta que a equac@o (1.4)
tem a familia de pontos fixos (x*,y*) = (nmw,mm), em que n,m € Z. Na fi-
gura 1.3 esta representado o campo de vectores da equagdo (1.4), assim como
alguns dos seus pontos fixos. Este campo de vectores pode ser calculado em
varios pontos do espaco de fases e, visualizando as curvas tangentes ao campo
de vectores, pode-se inferir sobre a forma qualitativa das solu¢des da equacdo
diferencial.

Figura 1.3: Campo de vectores do sistema de equagdes diferenciais (1.4): Em
cada ponto (x,y) do espaco de fases, o campo de vectores que define o fluxo de
fase tem componentes (siny,sinx). As imagens das solu¢des de uma equagio
diferencial sdo tangentes ao campo de vectores.

Na figura 1.3, é ficil identificar que, dependente das condi¢des iniciais,
existem varios tipos de solug¢des para a equacio diferencial (1.4):

a) Solugdes constantes (pontos fixos).
b) Solugdes periddicas.
¢) Solucdes monotonas crescentes e decrescentes.

No caso particular da equagao (1.4), pode-se determinar a solucdo analiti-
ca das curvas integrais no espaco de fases. Dividindo a primeira equacdo em
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(1.4) pela segunda e integrando directamente, as curvas integrais que passam
pelo ponto (xp,yo) obedecem a equagdo

cos(x) —cos(y) = cos(xp) — cos(yp) . (1.5)

As solugdes da equagdo (1.4) ficam determinadas implicitamente por (1.5).
Neste exemplo, foi possivel fazer a andlise qualitativa das solu¢des da equacio
diferencial e determinar uma relacdo implicita a que devem obedecer as suas
solugdes. |

Veja-se em que condigdes o sistema de equagdes diferenciais (1.1) tem
solugdes tinicas na vizinhanga de um ponto (xo,7)) € R” x R.

Teorema 1.2 (existéncia e unicidade de solucdes de equagdes diferenciais or-
dindrias, [ ). Seja a equagado diferencial (1.1), em que f(x,t) é
uma fungdo Lipschitziana num aberto U C R" X R, isto é, |f(x,t) — f(y,1)| <
k|x —y|, para todo o (x,y,t) € U. Entdo, existem constantes €;,& > 0 e uma
fungao §(t): I, — R", solucdo da equacao diferencial (1.1), em que ¢ (ty) = xo,
(x0.00) eUelh ={teR:tp—€ <t <ty+¢&}. Se existir outra solugdo
(Pz(t) L — R com (Pz(t()) =xp, e ) = {t ER:fpp—g <t <t —1—82}, entdo
0 (t) = ¢2(1) no intervalo [ty — €3,1) + €3], em que €3 = min{e;, & }.

A demonstragdo do teorema de existéncia e unicidade baseia-se na constru-
¢do de uma sucessdo convergente para a solugcdo da equagdo integral associada
a equagdo (1.1). Assumindo que f(x) é uma fungdo continua e que a solugdo
x(t) da equagdo diferencial, se existir, é diferencidvel, a solu¢do da equacéo
(1.1) obedece a equacdo integral

x(t) =x0+ t[f(x(r),r) drt.

Como, no instante #y, a condi¢do inicial xg é solug¢ao da equagao (1.1), pode-se
definir a sucessdo de fungdes

st (1) :x0+/zlf(xn(‘c),‘c) it n>0. (16)

O teorema de existéncia e unicidade estabelece as condi¢cdes em que a sucessao
xn(t) obtida através de (1.6) converge, quando n — o, para a solu¢do @ (z,xp).
A fung@o x,(r) é uma aproximacao a solug@o ¢ (z,xp) na vizinhanga de (xo, ).
Por exemplo, em primeira ordem de aproximacao, tem-se que

x1(t) =X+ /Itf<X(),’L') dr.
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Se f ndo depende explicitamente do tempo, vem que
X1 (t) =X0+ (l — t())f()CQ) =Xx0+ Alf(X()),

o que equivale a substituir as derivadas na equacgao (1.1) por diferencas finitas.
O processo iterativo definido por x;(At) = xo + At f(x0) € o método de Euler
para a integracdo numérica da equagdo diferencial X = f(x).

O teorem de existéncia e unicidade é apenas valido localmente no tempo.
No caso em que o espacgo de fases de uma equagdo diferencial é compacto e
o campo de vectores &, pelo menos, de classe C!, as solucdes estio definidas
paratodo ot € R, [ , p- 187]. A campos de vectores so-
bre esferas, toros ou circulos correspondem solucdes globalmente definidas no
tempo. Analogamente, se, no espaco de fases, existirem conjuntos fechados
em que o campo de vectores sobre a fronteira aponta para o interior desses
conjuntos, solugdes com condi¢des iniciais no seu interior estdo definidas para
todo o + € R.! Para sistemas de equagdes diferenciais lineares, as solugdes
existem e podem ser prolongadas para todo o € R (Apéndice B).

Exemplo 1.3. Seja a equagio diferencial

x_{ VX, sex>0

0, sex <O0.

O campo de vectores definido por esta equacdo diferencial é continuo em R e
a sua solucdo é

X0, se xp <O0.

Parat =1 =ty —2+/x,, ¢(t1) = 0 e todas as solugdes atingem a solugdo x = 0
ao fim do tempo #;. Assim, a solu¢do ¢(z) = 0 ndo é dnica. Neste exemplo,
mostra-se que a continuidade do campo de vectores nao € uma condicao sufi-
ciente para garantir a unicidade das solu¢des de uma equacdo diferencial. Em
x =0, o campo de vectores é continuo mas nao é localmente Lipschitziano
(numa vizinhanga de zero, nio se pode ter /|x| < k|x]). [

IEsta condigiio é dependente da dimensdo do espaco de fases. Em geral este resultado pode
ser formulado da seguinte maneira: Se, no espaco de fases, existir um conjunto limitado D,
positivamente invariante para o fluxo ¢, isto é, ¢(D) C D, entdo as solu¢des com condi¢des
iniciais no fecho de D estdo globalmente definidas no tempo.
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Exemplo 1.4. Seja a equagio diferencial x = x*. Por integracio directa desta
equagao, decorre que a solugdo que passa por xg no instante t =0 é

B 1
N I/XO—I‘

x(t)

Esta solucdo esta definida no intervalo ¢ € (—eo,1/xp), embora o campo de
vectores seja analitico e esteja definido em todo o espago de fases R. Veja-se
que o campo de vectores € localmente Lipschitziano, mas ndo € globalmente
Lipschitziano. Seja x = xp e y = xo + €. Assim,

X2 —y?| B |2x0€ + €2|
lx =y €]

< 2[xo| +[e]-

Se x estd contido num conjunto limitado de R, 2|xy| 4 |€| é necessariamente
majorado por uma constante k; e o campo de vectores € localmente Lipschit-
ziano. No entanto, quando xq percorre R, 2|xo| + |€| € tdo grande quanto se
queira e o campo de vectores ndo é globalmente Lipschitziano. Neste caso,
o teorema de existéncia e unicidade garante apenas a existéncia de solugdes
locais no tempo. |

Do teorema de existéncia e unicidade das solu¢des de uma equacio dife-
rencial auténoma decorre que as suas solu¢des definem um grupo (local) a um
pardmetro — o tempo t— de difeomorfismos. Isto é:>

a) @(t,xo) é de classe C" com r > 1;
b) ¢(0,x) = xo;
c) ¢(t+s,x)=0¢(t,0(s,x0)), Vt,s €I,em que I = [tg — €,1p+ €].

Exemplo 1.5. Seja o sistema de equacdes diferenciais

X o=y
{y. _ . (1.7)

2 Seja X um conjunto e f : X — X uma bijec¢do de X, isto é, existe uma funcio f~! tal
que fof~'=f"lof=1.A funcio f é uma transformacdo de varidveis sobre X. O conjunto
G de todas as transformagdes de varidveis de X, juntamente com a operagdo de composigdo de
fungdes — (G,0) — é um grupo de transformagdes de X se os elementos de G verificam: a)
G contém a transformacdo identidade; b) Para cada f € G, f~! é um elemento de G. c) Se

[TPR1)

f1,/> € G, entdo f] o f» € G e a operagdo “o” ¢ associativa.
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cuja solucao geral é

Xocost + ypsint

o(t,x0,0) :{ x(0)

y(t) = —xpsint+ypcost.
A equagdo que determina as curvas de fase é Z—; = —y/x, cuja solugdo geral é,

x(t)? +y(t)* = x3 +y3. Na figura 1.4, estdo representados o campo de vectores
e as curvas de fase da equacgdo diferencial (1.7). Como se mostra facilmente,
@ (t,x0,y0) define um grupo a um pardmetro de difeomorfismos,

O(t+s,X%) = (xocos(t+s)+yosin(t+s),—xpsin(t +s)+yocos(t+s))
= (xpcost.coss — xpsint.sins+ ygsint.coss + yocost.sins,

)

= @(t,(xpcoss+ypsins, —xpsins+ypcoss)) = ¢(¢,9(s,Xo)) .

O operador g;, definido através da relagdo ¢ (z,x0,y0) = g:((x0,0)), é

- cost  sint
8=\ —sint cost )
Neste exemplo, o conjunto {g;};cr € um grupo de transformagdes do plano
(grupo das rotag¢des do plano designado por SO(2)).
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Figura 1.4: Campo de vectores e curvas de fase do sistema de equagdes dife-
renciais (1.7). Em cada ponto (x,y) do espaco de fases, o campo de vectores
tem componentes locais (y, —x).

Exemplo 1.6. Equacido diferencial numa variedade (circulo). Seja a equacao
diferencial @ = ® (= constante) com 6 € (0,27), em que (0,27) é uma carta do
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circulo S! (Apéndice A). A solugdo desta equacdo diferencial € 6(¢) = @t + 6y
(mod. 2m). Na figura 1.5, estd representada a soluc@o 6(¢), na coordenada da
carta do circulo.

Vejam-se que a equagio diferencial & = @ define um fluxo de fases num
circulo de raio constante r. Seja x = rcos(0) e y = rsin(0). Derivando x e y
em ordem a ¢, obtém-se

X = —my
g

ou seja, ¥ = —wy = —w>x, que é a equacio de um oscilador harménico cujo
fluxo de fases roda no sentido contrério ao dos ponteiros do reldgio.

Muitas vezes, as equagdes diferenciais em variedades compactas resultam
de uma reducdo de dimensdo do espaco de fases, associada a existéncia de
funcdes e invariantes para a dindmica. Nestes casos, a andlise quantitativa e
qualitativa das 6rbitas de fase fica simplificada.

1)

L
15 20 25 30

6(

= N W Hh OO

Figura 1.5: Gréfico da solugio da equacio diferencial & = @ (mod. 27), na
coordenada da carta do circulo S'.

Numa equacio diferencial, a existéncia de orbitas periddicas e de pontos
fixos condiciona a topologia das curvas de fase. Através do conhecimento do
campo de vectores e dos seus pontos fixos, é possivel determinar, pelo menos
qualitativamente, os varios tipos topoldgicos das curvas de fase.

A razao pela qual as solucdes da equacdo diferencial (1.1) podem ser cons-
truidas qualitativamente no espaco de fases através de consideragdes sobre a
continuidade do campo de vectores € justificada pelo teorema da diferenciabi-
lidade em relacao as condigdes iniciais e a parametros.

Teorema 1.7 (diferenciabilidade em relacdo as condi¢des iniciais ¢ a para-
metros, [ D). Seja a familia de equacées diferenciais autonomas
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x=f(x,a), comx € R" e oo € R™ é um conjunto de pardmetros definidos num
aberto A de R™. Se o campo de vectores f(x, ) é diferencidvel de classe C"
em relagdo aos pardmetros o, e a x, e se f(xo,00) # 0, entdo, para valores
suficientemente pequenos de t, de ||x —xo|| e de || — ap||, a solugcdo ¢ (t) que
verifica a condigdo inicial §(0) = xo é diferencidvel de classe C" em relacdo a
t,xed.

Uma das consequéncias do teorema da diferenciabilidade em relagdo as
condicdes iniciais e a parametros € a possibilidade de se poderem determinar
solugdes locais aproximadas de sistemas ndo integraveis. Por outro lado, este
teorema justifica a teoria (local) das perturbagdes, [ 1.

Exercicio 1.1. Seja a equagdes diferencial linear x = Ax, em que x € R" e
A é uma matriz de n X n. Mostre que a solugdo desta equagdo diferencial é
x(t) = ex(0), em que e := Y2 ,(tA)" /n!. Use a iteragio definida em (1.6).

Exercicio 1.2. Seja a equagdo diferencial linear % = Ax, em que A é uma

matrizde n xnex € R".
a) Se A2 = —I, em que / é a matriz identidade, mostre que

e = cos (1)1 +sin(t)A.

b) Com este resultado, obtenha explicitamente a solugcdo do sistema de equacdes
diferenciais

X =x+Yy

y =—2x— Vs

para as condicdes iniciais xo =yp = 1, em ¢ = 0.



Capitulo 2

Estabilidade de pontos fixos

Numa equacdo diferencial ndo-linear, as tinicas solu¢des facilmente determin4-
veis sdo as que correspondem aos pontos fixos do campo de vectores. Analise-
se entdo o comportamento das solu¢des de uma equacio diferencial na vizi-
nhanca dos pontos fixos do campo de vectores.

Definicao 2.1 (estabilidade a Lyapunov). Um ponto fixo xo de uma equacio
diferencial € estdvel a Lyapunov se:

1) Existe uma vizinhanga % (xo) de xo tal que ¢(¢,x), com x € % (xp), estd
definido para todo o ¢t > 0.

2) Para toda a vizinhanga ¥ (xo) C % (xp) suficientemente pequena, existe
uma vizinhanga 7 (xp) C ¥ (xo) tal que toda a solugao ¢ (¢,x), com x €
1 (xo), esta contida em ¥ (xg), para todo o ¢ > 0 (figura 2.1a)).

Se, para além das condigdes 1) e 2) anteriores, ¢ (¢,x) — xo, quando ¢ — oo
ex € 7 (xp), entdo xo € assintoticamente estdvel (figura 2.1b)).
Se um ponto fixo ndo € estdvel a Lyapunov entdo € instdvel.

Na defini¢do de estabilidade a Lyapunov, a condi¢do ¢ (¢,x) — xo, quando
t — oo, nd0 € suficiente para garantir a estabilidade assimptotica do ponto fixo
xo. De facto, pode-se ter o comportamento assimptdtico ¢ (7,x) — xo mas, para
valores finitos de 7, ¢ (¢,x) pode ser tdo grande quanto se queira, [
].
Por razdes de simplificacdo de linguagem, a estabilidade a Lyapunov de
um ponto fixo é simplesmente designada por estabilidade de um ponto fixo.

17



18 2. Estabilidade de pontos fixos

b) U(xo)

Figura 2.1: a) Ponto fixo estdvel a Lyapunov. b) Ponto fixo assimptoticamente
estavel.

Em geral, nos sistemas de equacdes diferenciais nao-lineares, a determi-
nacdo da estabilidade de um ponto fixo pode ser um problema dificil. Nos ca-
sos lineares, a estabilidade pode ser analisada directamente através da andlise
explicita das solucdes. Noutros casos, é possivel aplicar um critério simples
de estabilidade que se resume no teorema de Lyapunov.

Seja x = f(x) uma equagdo diferencial auténoma, definida num aberto U
de R”. Suponha-se que xo € um ponto fixo da equacdo diferencial, isto é,
f(x0) = 0. Seja V(x) uma fun¢do definida numa vizinhanga ¥ (xo) de xo € R”
e com valores em R, V(x) : #(x9) C R* — R. A derivada de V ao longo do
campo de vectores X é

av d "aV "V
PG Vi M

= gradV.f = |gradV||f|cos 6,

@2.1)

em que 0 € o angulo que o campo de vectores faz com o vector gradiente, em
cada ponto do espaco de fases (figura 2.2).

Teorema 2.2 (Lyapunov). Seja xg € R" um ponto fixo isolado da equacdo dife-
rencial x = f(x). Seja V(x) : ¥ (x0) — R uma fungdo continua e diferencidvel
em ¥V (xo) —{xo} e suponha- se ainda que V (x0) =0 e V(x) > 0 para x # xo.
Se V (x) verifica a condigdo 4 < 0, em ¥ (xo) — {xo}, entdo o ponto fixo x
é estdvel & Lyapunov. Se 4 < 0, em ¥ (xo) — {xo}, entdo o ponto fixo xo é
assimptoticamente estdvel.



19

Nas condigdes do teorema anterior, V (x) designa-se por fungdo de Lyapu-
nov.

A funcdo de Lyapunov V(x), se existir, tem um significado geométrico
simples: Se xg é um ponto fixo estavel, a fun¢do de Lyapunov tem um minimo
local em x e, ao longo das projec¢des das curvas de nivel da func¢do z = V (x)
no espaco de fases, o campo de vectores € reentrante (figura 2.2).

b)

Figura 2.2: Em a), estd representado o grifico de uma fun¢do de Lyapunov
V : R? — R, na vizinhanga de um ponto fixo estivel em (x,y) = (0,0). Est4
também representado um plano que intersecta a fun¢do de Lyapunov a uma
cota constante, V(x,y) = ¢. Em b), estd representada a curva de nivel de uma
funcdo de Lyapunov, projectada no plano de fases (x,y). A projecgdo da curva
de nivel no plano de fases é o grifico da fungiio V~!(c). Sobre a curva de nivel
7 (c¢) estdo marcados trés vectores de fase. Por (2.1), tem-se que: i) % > 0;
dv

ii) % < 05 iii) ;- = 0. O sinal € determinado pelo ngulo que o campo de

vectores faz com o vector gradiente que é sempre normal a curva de nivel.

Demonstrag¢do do Teorema de Lyapunov. Seja Bg(xo) (=¥ (xo)) uma bola fe-
chada de centro xp e raio 8, com 8 > 0 e Bs(xo) C % (xp) (figura 2.1).
Suponha-se que a solu¢do ¢ (x) é prolongavel para todo o7 > 0 e que x €
Y1(x0). Seja a o menor valor que V(x) toma sobre a fronteira de %g(xo),
o =min{V(x) : x € dBs(xp) }. Por hipétese V (x) > 0.

Seja 1 = {x € Bs(x0) : V(x) < a}. Entdo, por continuidade de V(x) e
como V(xp) =0, 1 C Bs(xo). Como x € ¥#] e, por hipétese, %V < 0, para
x €71 —{xo},

' d

V(i (x)) = V(do(x)) = A V(@) dr <0.
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Assim, V(¢ (x)) <V (¢o(x)) < a e ¢ (x) ndo sai de B (xp). Entdo, xo € estdvel
a Lyapunov.

Suponha-se que na vizinhanga #; — {xo} de xo, ‘fl—‘t/ < 0. Nestas condi¢des,
V(¢ (x)) <V(¢,(x)). Como & pode ser tomado tdo pequeno quanto se queira,
V(¢(x)) — 0, quando r — . Mas se V(¢,(x)) — 0, entdo ¢ (x) — xo. O

Exemplo 2.3 (Sistema gradiente). Seja o sistema de equacgdes diferenciais
x=-VU(x),

em que x € R" e U(x) é uma fung¢do continua e diferencidvel. Suponha-se ainda
que U(x) tem um minimo local ndo degenerado para x = x*, VU (x*) = 0. Seja
a funcdo de Lyapunov V(x) = U(x) — U(x*). Entdo, numa vizinhanga de x*,

V(x) > 0, para x # x*. Como
oU NEIAN
= — <0
8x,-x’ 1:21 <8xl~) ’

conclui-se que os pontos fixos isolados dos sistemas gradientes sdo assimpto-
ticamente estdveis. |

v
@k

Em sistemas dindmicos com varios pontos fixos assimptoticamente estd-
veis, existem diferentes regides no espaco de fases cujas orbitas dos seus pon-
tos convergem assimptoticamente no tempo para os diferentes pontos fixos.
Uma regido no espago de fases cujos pontos tém Orbitas que convergem para
um ponto fixo designa-se por bacia de atracgdo desse ponto fixo.

Para além do critério de estabilidade de Lyapunov, pode-se analisar a esta-
bilidade de um ponto fixo de uma equagao diferencial através da linearizacao
do campo de vectores em torno do ponto fixo. Veja-se entdo como proceder em
dimensao 2. Seja o sistema de equacdes (1.1) e suponha-se que o ponto de co-
ordenadas (xo,yo) € um ponto fixo para o fluxo de fases. Assim, na vizinhanga
de (xo,y0), a solugdo da equac@o pode-se escrever na forma

{x(t) = xo+Axo(1)
y(t) = yo+Ayo(t),

em que Axo(7) e Ayo(r) sdo fungdes a determinar. Introduzindo esta solu¢do no
sistema de equagdes diferenciais

{x = fl(xvyg

y = fZ(xvy

9
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obtém-se
dAx(1)
d(;( _ < fl(x0+Ax0(t),yo+A)’0(f)) )
dAyo(1) f2(xo+Axo(t),y0 +Ayo(t))
di dfi(x0,y0)  9f1(x0,0) Anolt)
ox d t
- d f2(x0,¥0) af2(x%)),yo) Ayg(f) )+ﬁ(x2)
8(x) dy
Axo(t 2
A< Ayo(t) ) o).

A matriz A é a matriz da aproximacdo linear, ou jacobiano, do sistema de
equagdes na vizinhanga do ponto fixo (xg,yp). Como as solugdes do sistema
linear dependem apenas dos valores proprios de A, isto €, as solugdes sdo
combinagdes lineares das fungdes e’ e e’ em que A; e A, sdo os valores
proprios de A (Apéndice B), a estabilidade local do ponto fixo (xg,yo) é deter-
minada pelos valores préprios de A. Assim, o ponto fixo (xg,yo) do sistema
linear € estdvel a Lyapunov se a parte real de ambos os valores préprios € ne-
gativa. O ponto fixo (xo,yo) € instdvel a Lyapunov se a parte real de algum
dos valores proprios € positiva. Se as partes reais de ambos os valores préprios
s@o nulas e as partes imagindrias sao diferentes de zero, entdao o ponto fixo do
sistema linear € ainda estdvel.

Em equagdes diferenciais em dimenséo 1, X = f(x), com x € R, a situac¢do
¢ mais simples. Neste caso, a equacdo para o desvio relativamente ao ponto

fixo é
dAxo(t)  df(xo)
dt  Ox

Assim, o ponto fixo xy da equagdo diferencial x = f(x) é assimptoticamente
estavel se A < 0. O ponto fixo x é estdvel a Lyapunov se A = 0 e € instdvel se
A >0.

Esta andlise € apenas vélida na vizinhanca de um ponto fixo. Para uma
equacgao (ndo linear) com vérios pontos fixos, é necessario fazer a anélise li-
near da estabilidade em torno de cada ponto fixo. No capitulo 4, ver-se-ao
as condicdes em que esta andlise pode ser tornada rigorosa, isto €, quais as
condicdes em que a estabilidade do ponto fixo do sistema linear e do sistema
ndo-linear sdo as mesmas.

Em resumo, para determinar a estrutura qualitativa das solucdes de uma
equagao diferencial é necessario:

A)CQ(t) = A,A)Co(t).
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1) Determinar os pontos fixos.

2) Determinar a matriz da aproximacdo linear para cada ponto fixo e analisar
a sua estabilidade.

3) Construir a imagem do campo de vectores no espaco de fases, assim como
as curvas de fase tangentes ao campo de vectores.

Exercicio 2.1. Estude a estabilidade dos pontos fixos das equagdes diferenciais

lineares
{’f =Y . {)f =

Exercicio 2.2. Sejam r e 0 as coordenadas polares do plano (x,y). Determine
qualitativamente as curvas de fase do sistema de equagdes diferenciais

e a

em que a > 0 é um pardmetro. Desenhe qualitativamente as 6rbitas de fase no
plano (x,y). Depois de resolver o problema “a mao”, use o programa Mathe-
matica para determinar numericamente o campo de vectores e as solugdes que
achar interessantes.

Exercicio 2.3. Seja o sistema de equacdes diferenciais

X = y— X’
y = —x3.
Mostre que o sistema de equagdes, linearizado em torno de (0,0), tem um

ponto fixo instdvel. Mostre que o sistema ndo-linear é estdvel em torno de
(0,0). (Sugestdo: Utilize a fungdo de Lyapunov V (x,y) = x* +2y%.)

Exercicio 2.4. Faca o estudo qualitativo do campo de vectores definido pela

equacdo diferencial

. A B

=T
em que A e B sdo constantes positivas. Determine o comportamento do campo
de vectores no espago de fases de coordenadas (r,7), em que r > 0 e 7 € R.

Discuta os tipos de solucdes topologicamente differentes.
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Exercicio 2.5. Seja o sistema de equagdes de Lorenz

x = o(y—x)
y = rx—y—xz
z = —bz+xy.

Determine os pontos fixos da equacdo diferencial. Encontre condi¢des no
pardmetro r para que o ponto fixo na origem (0,0,0) seja assimptoticamente
estdvel. Considere apenas o caso em que 6 = 10 e b = 8/3. (Sugestdo: Utilize
a fungdo de Lyapunov V(x,y,z) = 3(x* + 6y* + 67%) e escreva ‘2—‘; como uma

forma quadrética.)
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2. Estabilidade de pontos fixos



Capitulo 3

Equacoes as diferencas como
sistemas dinamicos

As equagdes as diferencgas surgem em problemas de modelacdo em tempo dis-
creto ou como resultado da discretizacdo de equacdes diferenciais ordindrias
ou as derivadas parciais. O exemplo mais simples de uma equacao as diferengas
é quando uma varidvel continua, por exemplo x, evolui no tempo em saltos
temporais discretos. Por exemplo, seja x, o nimero de individuos da populacao
de um pais no ano n. Suponha-se que a lei de evolugdo temporal do nimero de
individuos no ano seguinte se pode escrever na forma

Xn+1 :f(xn)a (3.1)

em que a fung@o f(x) é determinada de acordo com as taxas de mortalidade
e de nascimento da populacdo. Dois exemplos de leis populacionais sdo as
fungdes f(x) = 4ux(k —x), em que U e k sdo pardmetros (modelo logistico) e
f(x) = rxe™*, em que r é um pardmetro (modelo de Ricker).! Nestes casos, o
espaco de fases € o dominio de variagdo da varidvel x, isto €, x € R ;.

Seja um sistema de N dtomos de massa m numa rede cristalina unidimen-
sional com interac¢cdes harmoénicas entre 4tomos vizinhos. Designando por x;
o deslocamento do dtomo ndmero i em relagdo a sua posicdo de equilibrio, a

Na dindmica de populacdes moderna, tanto o modelo logistico como o modelo de Ric-
ker sdo encarados como “toy models”. Para previsdes de crescimentos populacionais a longo
termo, usam-se modelos mas elaborados como sejam o modelo de Leslie (modelo discreto) ou
o modelo de McKendrick (modelo descrito por uma equacio as derivadas parciais de primeira
ordem), [ 1.

25



26 3. Equacées as diferencas como sistemas dindmicos

lei de evolugdo temporal para os deslocamentos é
m)’éi:k(xi+1+xi_1—2x,~) ,i=1,...,N. 3.2)

Neste caso, tem-se um sistema de equagdes diferenciais e o espaco de fases tem
dimensdo 2N. Fazendo o limite continuo da equagdo (3.2), no espagamento
interatémico &, obtém-se a equacdo das ondas

3.3)

em que d € o deslocamento de cada atomo relativamente a sua posicdo de
equilibrio. Para a equagdo das ondas (3.3), o espago de fases tem dimensao
infinita. Por outro lado, discretisando a equacio (3.2) no tempo, obtém-se o
sistema de equagdes as diferencas

+1
x! = X} +An}

1

1 k
)’?+ = ) +Atﬁ(x?+1

b 2 ,i=1,...,N. 3.4
Tanto as equagdes (3.2) como (3.4) t€tm um espaco de fases de dimensao
2N. No entanto existe uma diferenca importante do ponto de vista dos sis-
temas dindmicos. No caso das equacdes (3.2), as solucdes definem um grupo
continuo de transformagdes do espaco de fases. No caso (3.4), o parAmetro
temporal é discreto e as solu¢des sao um grupo de transformagdes a um para-
metro discreto. Assim, a no¢do de campo de vectores deixa de ser vdlida e os
conceitos de ponto fixo e de estabilidade t€ém de ser adaptados. Por abuso de
linguagem, continua-se a falar de fluxo de fase.
Analise-se uma equagdo as diferencgas lineares em dimensdo 1. Seja a
equacdo as diferencas
Xn+1 = AXp, (35)

em que a ¢ uma constante real ou complexa. A solugdo geral da equacdo as
diferencas confunde-se com a prépria equacdo, pois para uma dada condi¢ao
inicial podemos determinar inequivocamente a evolugio temporal.> Por indu-
cdo, tem-se que a solucdo geral da equacgao as diferencas (3.5) é

x, = a"xg,

2Este facto, atribui s equagdes as diferencas um papel muito importante na teoria da
computacdo e na légica. Em contextos mais técnicos, estas equagdes sdo um caso particular
da classe das funcgdes recursivas.
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em que xp € a condicdo inicial. Se a > 1, a solugdo diverge para infinito. Se
a < 1 a solugdo converge para zero. Se a = 1, vem que x, = xp, € xo € um
ponto fixo da equagao as diferencas. No Apéndice C, resumem-se as técnicas
para a determinacgdo de solucdes de equagdes as diferencas.

Definicdo 3.1. Seja o sistema dindmico x,,+1 = f(x,), em que f : I — [ é uma
fungdo continua e I é um subconjunto de R”. Seja f*(x) = f(f*~')(x) aiterada
de ordem k do ponto x € I. Um ponto x* € I do espago de fases da equacio as
diferencas x,+1 = f(x,) € um ponto fixo de periodo k se

A =, (3.6)
em que k é o menor inteiro para o qual f*(x*) = x*.
No caso particular em que f é sobrejectiva num intervalo / C R, f tem pelo
menos um ponto fixo (teorema do ponto fixo de Browder).
Chama-se 6rbita de um ponto x € I ao conjunto & = {x, f(x), f>(x),...}.
Se 0'(x) é finito, entdo x é um ponto fixo periddico ou é a pré-imagem de um
ponto periddico.

Exemplo 3.2. Seja o sistema dindmico x,; = f(x,) = 4x,(1 —x,), em que
Xy € [0,1]. Na figura 3.1 estdo representados os graficos das fungdes f(x,) e
f2(x,). A fungdo f(x,) tem 2 pontos fixos de perfodo 1 e a fungio f2(x,) tem
4 pontos fixos, dois de perido 1, que coincidem com os pontos fixos de f(x,), e
dois pontos fixos de perfodo 2. Como se intui facilmente, f*(x,) tem 2* pontos
fixos, alguns comuns a f*~!(x,),..., f(x,).

1.0,
fxn)

72 (xn)
0.8]

0.6!

0.4

0.2

0.
8.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Xn

Figura 3.1: Gréficos das fungdes do intervalo f(x,) e f2(x,), em que f(x,) =
4x,(1 —x,). Os pontos fixos de f e f2 estdo sobre a diagonal y = x,,.
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Quando se estuda a evolu¢@o de um ponto x € [ por iteragdo de f, o com-
portamento assimptético de x, = f"(xo) depende da existéncia de pontos fixos
e da sua estabilidade.

Definicao 3.3. Um ponto fixo y € I de periodo k do sistema dinamico X, 4| =
f(x,) é assimptoticamente estdvel, se existir uma vizinhanga ¥ (y) C I tal que,
para todo 0 x € ¥ (y), lim,_.. f™(x) = y.

1.0 1.0
a) y=X b) N\ f(xn) y=x
0.8 0.8
0.6 0.6
Xn+1 f(X") Xn+1
0.4 0.4
0.2 / 0.2
0.0 0.0
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Xn Xn

Figura 3.2: Comportamento das érbitas da dindmica do intervalo x,, 1 = f(x,),
na vizinhanca de um ponto fixo estavel (a) ou instavel (b), de periodo 1. a) A
iterada do ponto xp = 0.2 converge para o ponto fixo. b) A iterada do ponto
xo = 0.5 afasta-se do ponto fixo. O ponto fixo de periodo 1 da dindmica esta
na intersec¢do do grafico da func@o x,; = f(x,) com a o gréifico da fungdo

Xn+1 = Xn.

Se f: 1 — I é diferencidvel na vizinhanga do ponto fixoy € [ e se | il )<
1, entiio ponto fixo y de periodo k é assimptoticamente estével. Se [ ¥ (y)| > 1
o ponto fixo & instdvel. Se |f¥(y)| =0 o ponto fixo diz-se superestdvel. Se
|¥ (y)| = 1 a estabilidade ¢ indeterminada. Pode-se analisar facilmente a esta-
bilidade de um ponto fixo através de um diagrama. Na figura 3.2 estdo repre-
sentadas as 6rbitas de pontos na vizinhanga de pontos fixos estiveis e instaveis
de uma fung¢do do intervalo. Como se conclui, 0 comportamento assimptotico
das iteradas depende da existéncia de pontos fixos e da sua estabilidade.

O conceito de estabilidade a Lyapunov continua valido para equagdes as
diferencas.
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Definicao 3.4. Um ponto fixo y de periodo k de uma equagao as diferencgas é
estdvel a Lyapunov se, para toda a vizinhanga suficientemente pequena de y,
7 (y), existe uma vizinhanga %] (y) C 7 (xo) tal que, f™ (x) € ¥ (y), para todo
on >0, desde que x € 71 (y).

No caso em que as equagdes as diferengas sdo lineares, a estabilidade
define-se a custa dos valores proprios da matriz da aproximagao linear. As-
sim, se x*(= 0) é um ponto fixo de periodo 1 da equag@o as diferencas linear

Xnt1 = AXp, (3.7

em que A € uma matriz ndo degenerada, o ponto fixo x* € estdvel a Lyapunov
se os valores proprios de A estdo no interior ou sobre a fronteira do circulo de
raio unitédrio do plano complexo. Isto decorre do facto das solu¢des da equacao
as diferencas (3.7) se poderem escrever como combinagdes lineares de termos
da forma A", em que os 4; sdo os valores proprios de A (Apéndice C).

Nos capitulos seguintes, encontrar-se-ao sistemas dindmicos definidos na-
turalmente por equagdes as diferencas.

Exercicio 3.1. Seja a aplicacdo de um intervalo x,1 = fiu(x,) = 4ux,(1 —
Xn), em que x, € [0,1] e u € [0,1] € um pardmetro. Analise os limites de
estabilidade de todos os pontos fixos de periodo 1, em fungdo de u.

Exercicio 3.2. Seja o sistema dindmico x,+; = f(x,), emque f: I —Telé
um intervalo de R. Seja yg um ponto fixo de periodo n do sistema dindmico.

Mostre que (f")'(f/(v0)) = (f")'(f*(v0)) paratodoo ke .

Exercicio 3.3. Determine a solugdo geral do sistema dinamico discreto

{xn+l = Xp+Yn
Vntl = 2X,+3yp.
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Capitulo 4

Classificacao de pontos fixos

As equacdes diferenciais lineares ou as equagdes as diferencas lineares sdo
integraveis no sentido em que se podem determinar explicitamente as suas
solugdes em fungdo do tempo e das condi¢des iniciais. Isto decorre do facto de
ser sempre possivel diagonalizar uma matriz complexa nao singular (Apéndices
BeO).

Vai-se agora determinar a estrutura topoldgica das curvas de fase das equ-
acoes diferenciais lineares e das equacdes as diferencas lineares, em torno do
unico ponto fixo x = 0. Esta andlise sera feita apenas em dimensdes 1 e 2.

Equacoes diferenciais lineares em dimensao 1: Seja x = ax. Se a # 0, esta
equacdo tem um tUnico ponto fixo em x = 0 e a solugdo geral é x(¢) = xpe®.
Se a =0, todos os pontos do espaco das fases sdo pontos fixos. Na figura 4.1
estdo representadas as vdrias estruturas qualitativas do fluxo de fase para os
varios valores do parametro a.

0 0 0
- : >
a<0 a=0 a>0

(linha de pontos fixos)

Figura 4.1: Fluxo de fases em torno do ponto fixo x = 0 de uma equacio
diferencial linear em dimensao 1, em funcio do parametro a. Para a = 0, todos
os pontos do espaco de fases sdo pontos fixos. Muitas vezes, estes pontos fixos
designam-se por sumidouros (a < 0) e por fontes (a > 0).
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- 0 —» —>O<— —>» (9 -

X.1 X.() X.2 X.1 X.2 Xo IXIZ X.1 X.()
a<-1 -1<a<0 O<a<1
< %  —» ° °
IXIO X.1 X.2 ' X05X1 )(1 Xlo
a>1 a=1 a=0
(linha de pontos fixos de periodo 1) (colapso na origem)
0
X ' Xo=X2
a=-1

(linha de pontos fixos de periodo 2)

Figura 4.2: Fluxo de fases em torno do ponto fixo x = 0 de uma equacio as
diferencas linear em dimensao 1, em funcio do parametro a.

Equacoes as diferencas lineares em dimensao 1: x,,| = ax,. Se a # +1,
esta equacgao tem um unico ponto fixo em x = 0 e a solugao geral € x,, = xpa”.
Se a = 1, todos os pontos do espaco das fases sdo pontos fixos de periodo 1.
Se a = —1, todos os pontos do espacgo das fases sao pontos fixos de periodo 2.
Na figura 4.2 estdo representadas as vdrias estruturas qualitativas do fluxo de
fase para os vdrios valores do pardmetro a.

Equacoes diferenciais lineares em dimensao 2: y = By, em que B é uma
matriz de 2 x 2, com detB # 0.

Neste caso, € sempre possivel encontrar uma transformacao de variaveis,
x = Gy, em que G € uma matriz ndo singular, detG # 0, e tal que X = Gy =
GBG~'x = Ax. A matriz G pode ser escolhida de modo a que A assuma uma
das seguintes formas (formas de Jordan):

A0 ) < A1 > ( a —p >
) ou . 4.1
< 0 u A e u reais 0 4 A real B« A=a+ip

O sistema de equagdes lineares

i(3)=(0)
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No estavel Foco estavel Centro

dl
.

dh
N

Au<0, A+p a<0, >0 B>0

N¢ instavel Foco estavel Ce

S~

2
S

(0
dh
N

A >0, A+ a<0, <0 B<0

Né impréprio estavel Foco instavel Ponto sela

N <

=

AN

A<0 a>0, >0 A<0, u>0

¢
e

N6 impréprio instavel Foco instavel

b -
N

iy

AN

AS0 a>0, <0

Figura 4.3: Estruturas topoldgicas dos fluxos de fase em torno do ponto fixo
x =0 das equacdes diferenciais lineares ou as diferencas lineares, em dimensao
2.
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em que a matriz A tem uma das formas em (4.1), t€ém as solucdes:

{ x(t) = xpeM

y(t) = yoe!
x(t) = xpe* +yote? 42)
y(t) = yoeM '

{x(t) = ™ (xocos(Bt) —yosin(Br))
= e (xpsin(Bt) + yocos(Pr)).

Para os casos ndo degenerados, isto €, quando detA # 0, os comportamentos
das 6rbitas (4.2), em torno do ponto fixo na origem, estdo representados na
figura 4.3. As estrutura topoldgica das curvas de fase obtém-se directamente
de (4.2).
Nos Nos
improprios Centros improéprios

det AA

Focos estaveis | Focos instaveis
. Nos
instaveis

-

! -

trA

Nos
estaveis

Selas Selas

Figura 4.4: Classificacdo das orbitas de fase dos sistemas de equagdes lineares
em dimensdo 2, em fun¢do do traco e do determinante da matriz que define o
campo de vectores.

Definicao 4.1. Pontos fixos de equagdes diferenciais cujos jacobianos calcula-
dos nos pontos fixos s6 tém valores préprios fora do eixo imaginério do plano
complexo sdo designados por pontos fixos hiperbélicos. Se os valores proprios
de um ponto fixo sdo todos imagindrios puros diferentes de 0, entdo o ponto
fixo é do tipo eliptico ou centro.

Como a estrutura topoldgica dos sistemas lineares é determinada pelos
valores préprios da matriz A, pode-se determinar qual a “abundancia rela-
tiva” das vdrias estruturas topoldgicas da figura 4.3. Como, para uma matriz
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A, de 2 x 2, os valores proprios sao

trA+/(trA)? —4det A
2,172 = D) ’

no espago dos parametros (trA,det A), a curva det A = trA? /4 delimita a regido
dos valores préprios complexos da regido dos valores préprios reais. Entdo,
com a informacao da figura 4.3, pode-se representar, no espaco dos parametros
(trA,det A), as varias regides topologicamente idénticas (figura 4.4).

Quando detA = 0, caso degenerado, tém-se 0s varios casos representados

BRI
IR RN gt

Figura 4.5: Fluxo de fases de uma equacao diferencial linear no caso em que a
matriz A é degenerada, det A = 0. No primeiro caso, todos os pontos do plano
IR? sdo pontos fixos. Nos restantes casos, existe uma linha de pontos fixos.

Equacdes as diferencas lineares em dimensao 2: Seja a equagdo as dife-

rengas
(anrl >:A<xn >7 (4.3)
Yn+1 Yn

em que A tem uma das formas em (4.1). Assim, as solucdes gerais do sistema
de equagdes (4.3) sdo:

SeA:()“ 0>:>{x" - }LZXO
O,U Yn = Mo

(A1 X, = A'xo+nA"lyg
SeA-(O z):{yn -

SeA = < g _aﬁ > = 2, = 20E", € = (0® + B?)e® e O = arctg (—g).
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Neste caso, o circulo de raio unitdrio do plano complexo tem o mesmo pa-
pel que o eixo imaginario do plano complexo nas equacdes diferenciais, e
as solucdes da equacdo as diferencas (4.3) tem uma estrutura topolégica no
espaco de fases semelhante as curvas da figura 4.3. No entanto, as 6rbitas de
fase ndo sdo curvas continuas, mas sequéncias de pontos com uma estrutura
topolégica semelhante as solugdes do caso continuo.

2
det A [A|>1

Figura 4.6: Regides de estabilidade do ponto fixo na origem das equacdes as
diferencas em dimensdo 2, em funcdo do traco e do determinante da matriz A.
O ponto fixo na origem do sistema de equacdes as diferencas linear € estavel
sedetA>trA?/2—1edetA<1.

Na figura 4.6 estdo representadas as regides de estabilidade do ponto fixo
na origem das equagdes as diferencas em dimensdo 2, em funcdo do trago e
do determinante da matriz A. A regido de estabilidade representada na figura é
delimitada pelas curvas det A = trA%/2 — 1 e detA = 1.

Nestas condicdes, pontos fixos das equacdes as diferencas com valores
proprios fora do circulo unidade do plano complexo sdo pontos fixos hiperbo-
licos. Se a> 4+ B2 = 1, o ponto fixo na origem §é eliptico.

Como € conhecido da dlgebra linear, as matrizes sao func¢des continuas das
entradas a;;. Como uma matriz pode ser representada por um ponto no grafico
da figura 4.4, genericamente, pequenas perturbacdes nos coeficientes matrici-
ais a;; ndo induzem alterag¢des do sinal do trago e do determinante da matriz
Al Assim, existem regides no grifico da figura 4.4 em que a estrutura to-
poldgica das solugdes de equacdes diferenciais lineares ndo se alteram quando

'Uma perturbacio genérica dos coeficientes matriciais a; ;j origina alteragdes nos sinais do
trago e do determinante de uma matriz apenas se trA # 0 e det A # 0. Se trA =0oudetA =0,
as alteragdes nos a;; ndo sdo genéricas.
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se efectuam pequenas variagdes nos a;;. Por isto, diz-se que os focos, 0s nds e
os pontos selas tém a propriedade de estabilidade estrutural.

Definicao 4.2. Um sistema dindmico é estruturalmente estdvel se uma pe-
quena perturbacdo nas equacdes que definem o fluxo de fase ndo alteram a
topologia das curvas de fase.

Formalmente, a propriedade de estabilidade estrutural estd associada a uma
métrica definida no espago dos sistemas dindmicos. Seja .# € o conjunto de
todos os sistemas dinamicos lineares e defina-se a norma da matriz A por,
|All = X ;—; laij|. O conjunto Ve(A) = {B: ||[B—Al| < €} é uma vizinhanga
da matriz A em .. Como exp(Ar) é a solucdo da equacdo diferencial x = Ax,
esta equacdo € estruturalmente estdvel se para todo o B € V¢(A), com € sufici-
entemente pequeno, exp(Br) é topologicamente equivalente a exp(Ar). Assim,
tem-se:

Teorema 4.3 (estabilidade estrutural de sistemas dindmicos lineares [

1). Uma equacdo diferencial linear [resp. equagdo as diferen-
cas] é estruturalmente estdvel se a matriz A é ndo singular e se o ponto fixo
x =0 ¢ hiperbdlico.

Seja o sistema de equagdes diferenciais
x=f(x), com xeR"

e suponha-se que existe um ponto fixo em x = X. O sistema linear associado a
equagdo é
E=Df(RE:=AE, com EcR,

em que A é a matriz da aproximacao linear em torno do ponto fixo X, ou matriz
jacobiana.

A relagdo entre as solugdes do sistema linear e do sistema ndo-linear em
torno do ponto fixo X € estabelecida pelo teorema:

Teorema 4.4 (Grobman-Hartman | D. Se a matriz Jacobiana
Df(X) nd@o tem valores préprios nulos nem valores prdprios sobre o eixo ima-
gindrio, existe um homeomorfismo h, definido numa vizinhanga aberta % de
X, que leva orbitas do sistema ndo-linear em érbitas do sistema linear. O ho-
meomorfismo h preserva o sentido das orbitas e pode ser escolhido de maneira
a preservar a parametrizagdo no tempo.>
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Y,

Figura 4.7: Orbitas no espaco de fases de um sistema dindmico ndo-linear
e da sua aproximagao linear, na vizinhanga U de um ponto fixo hiperbdlico.
A existéncia do homeomorfismo # é garantida pelo Teorema de Grobman-
Hartman.

Assim, nos sistema ndo-lineares, na vizinhanca de cada ponto fixo hi-
perbdlico, as curvas de fase dos sistema ndo-lineares sdo topologicamente
equivalentes as curvas de fase dos sistemas lineares locais. Esta propriedade,
juntamente com o teorema da diferenciabilidade relativamente as condig¢des
iniciais, permite construir qualitativamente as 6rbitas de fase dos sistemas di-
namicos ndo lineares de dimensdo finita. Pelo teorema de Hartman-Grobman,
esta constru¢do qualitativa tem o estatuto de um resultado exacto.

Por exemplo, para um sistema de equagdes nio lineares em R? com apenas
um ponto sela na origem, as 6rbitas no espaco de fases do sistema nao linear
sa0 homeomorfas as 6rbitas do sistema linear (figura 4.7).

O teorema de Grobman-Hartman mantém-se valido para as equacdes as
diferencas, desde que os valores proprios das matrizes de aproximacdo linear
ndo estejam sobre a circunferéncia de raio unitdrio do plano complexo.

Exercicio 4.1. Seja a equacdo diferencial do péndulo

X =)
y = —o’sin(x),

em que ® € uma constante positiva. Determine os pontos fixos e analise a sua
estabilidade. Se encontrar pontos fixos nao hiperbdlicos, para determinar a sua
estabilidade, encontre uma fung¢do de Lyapunov. Esboce qualitativamente o
fluxo de fase.

2Um homeomorfismo preserva o sentido das 6rbitas se a sua matriz jacobiana tem determi-
nante positivo.
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Exercicio 4.2. Seja a equagdo diferencial

X o=yl
y = —x
Faca o estudo qualitativo das dérbitas de fase e esboce qualitativamente o fluxo

de fase.

Exercicio 4.3. Determine qualitativamente o tipo de solugdes do sistema de
equagoes diferenciais

X = —y+ex(x*+)y?)
y o= x+ey(x®+y?),

em que € € um pardmetro real, positivo ou negativo.
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4. Classificagao de pontos fixos
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